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DUC  DE  PARME, 
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ONSEIGNEUR, 


L'Ouvrage  que  nous  avons  Y honneur 
de  prefenter  a V otre  Altesse  Rotalej 
& que  nous  nous  propofions  depuis  long - 


E P I T R e: 

tems  de  mettre  au  jour , a été  heureufe - 
ment  retardé  pour  paraître  fous  les  auf- 
pices  d’un  Prince  ^Aucuste^  qui  en  eft 
le  Protecteur  par  fes  bienfaits , (y  qui  en 
pourroit  être  le  Juge  par  fes  lumières  : 
ceft  un  témoignage  que  nous  pouvons 
rendre  avec  d'autant  plus  de  jufiice  , 
qu ayant  la  gloire  d avoir  été  appelles 
auprès  de  Votre  Altesse  Rotale , 
nous  avons  moins  été  les  Directeurs  de 
vos  Etudes , que  les  témoins  & les  ad - 
mirateurs  des  connoijffances , que  vous 
avies  déjà  acquifes . Nous  avons  cejfé 
den  être  fur  pris , lorfque  nous  avons 
connu  de  près  la  pénétration  de  Votre 
Oenie , qui  vous  dcfiinoit  aux  Sciences , 
comme  Vôtre  jîugufte  Nom  vous  a fait 
naître  pour  le  Tkronc . Ces  difpofitions 
naturelles  ne  pouvaient  manquer  d éclater 
bientôt , aidées  par  les  foins  de  deux 
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Hommes  refpe  fiables , auxquels  a été  con- 
fia le  depot  précieux  de  Vôtre  Education . 
C ejl  a leur  zele  , Monseigneur  , que 
Vous  étés  redevable  de  vôtre  Infirufiion , 
& que  vos  Sujets  doivent  ces  fient  imens 
de  douceur  & d'affabilité , qui  vous 
vendent  cher  non  feulement  a ceux  qui 
ont  davantage  de  vivre  fous  vos  Loix  ÿ 
mais  encore  a tous  les  Etrangers , qui 
ont  eù  l'honneur  d’être  admis  auprès  de 
V0  tre  Personne  R or  ale  ) & qui  por- 
tent par  tout  la  renommée  de  Vos  rares 
qualités . Elevé  dés  vôtre  plus  tendre 
jeunejje  dans  les  Sciences  & la  Littéra- 
ture , guidé  dans  Part  du  Gouverne- 
ment par  un  fage  Miniflre , qui  ne 
s'occupe  que  du  bonheur  de  Vos  Peuples  ; 
étant  enfin  orné , comme  Vous  l’êtes , 
de  toutes  les  connoiffances  qui  conviennent 
a la  majefté  dun  Souverain , (y  éclairé 


je:  P JT  R E. 

par  les  Sciences  exaflcs  , qui  ajoutent 
des  forces  a /’ entendement  ; on  ne  peut 
concevoir  de  Vous  , Monseigneur,  que 
les  efperances  les  plus  glorieufes.  Nous 
ne  pouvons  trop  nous  applaudir  du 
delai  de  cet  Ouvrage , puis  quil  nous 
fournit  Foccafion  de  rendre  public  , 
autant  quil  eft  en  nous , Y hommage  du 
profond  refpett  avec  lequel  nous  avons 
t honneur  d’être , 

MONSEIGNEUR , 


De  Vo  tre  ^Altesse  R or  AL» 


Les  trcs-humblcs , & tr>s-obé/fsants 
Serviteurs 

Les  PP.  le  Sl  u r , & Jacquier. 
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P RÉ  F JC  E. 


On  a coutume  d’expofer  dans  les 
Préfaces,  les  notions  préliminaires  de 
la  matière  qu’on  doit  traiter . Nous 
n’entrerons  point  dans  ce  detail , & 
nous  nous  bornerons  a préfcrire  les 
connoîfTances , que  nous  éxigeons  dans 
ceux  qui  voudront  lire  ces  Elemens. 

Quoique  nous  ayons  expliqué  dans 
le  prémier  Chapitre  les  principes  du 
Calcul  différentiel , nous  ne  l’avons  ce- 
pendant fait  que  fuccindïement,  & au- 
tant qu’il  falloit  pour  conduire  au  Cal- 
cul intégral.  On  comprend  donc  qu’on 
doit , avant  de  lire  cet  Ouvrage , être 
exercé  dans  le  Calcul  différentiel , & 
le  fçavoir  manier  avec  facilité.  Il  eft 
par  confequent  encore  plus  neceffaire 
d’avoir  étudié  a fonds  le  Calcul  fini, 
& de  s’en  être  rendu  l’ufage  trés-fa- 
milier.  Enfin  il  faut  que  nos  Lecteurs 
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foient  parfaitement  inftruits  dans  la 
Géométrie  Elémentaire , les  Se&ions 
Coniques,  & qu’ils  ayent  une  teintu- 
re de  la  Théorie  générale  des  courbes; 
ils  ne  doivent  pas  non  plus  ignorer 
la  doctrine  des  fuites,  entant  quelle 
appartient  au  calcul  fini . Nous  fom- 
mes  perfuadés  qu’avec  ces  fecours  , 
tout  bon  efprit  fait  pour  le  Calcul  & 
les  Sciences,  pourra  par  lui-même  en- 
tendre nôtre  Ouvrage,  8c  en  furmonter 
les  difficultés,  fans  l’aide  d’aucun  Maî- 
tre . 

Mais  puifqu’on  it  déjà  plufieurs 
Traités  du  Calcul  Intégral , on  cft  en 
droit  de  nous  demander  raifon  de  nô- 
tre travail,  & en  quoy  cet  Ouvrage 
différé  des  autres  qui  ont  parû.  Parmi 
les  différents  Traités  que  nous  con- 
noîffons,  quelques  uns  nous  femblent 
trop  élémentaires,  & peu  propres  a 
faire  connoître  ce  qu’il  y a de  plus 
difficile  en  cette  matière  ; les  autres 
font  profonds  & renferment  les  plus 
belles  decouvertes  en  ce  genre  ; mais 
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IX 


leurs  illuftres  Auteurs  font  de  grands 
Hommes,  qui  occupés  de  la  gloire  de 
l’invention,  ont  peu  longé  a l’avanta- 
tage  de  ceux,  qui  afpirent  a les  com- 
prendre . 

C’efl:  d’après  ces  confiderations  , 
que  nous  tafchons,  dans  l’Ouvrage  que 
nous  donnons  au  Public , de  mettre 
nos  Le&eurs  a portée  d’entendre  ce 
qu’il  y a de  plus  fublime  dans  le  Cal- 
cul , en  n’exigeant  d’autres  prépara- 
tions que  celles  que  nous  venons 
d’indiquer . 

La  première  Partie  qui  remplit 
tout  le  premier  Volume,  ne  traite  que 
des  Intégrales  a une  variable , & nous 
nous  flattons  que  cette  Partie  eft  plus 
complette,  ou  du  moins  plus  méthodi- 
que que  tout  ce  que  nous  connoîflons 
fur  ce  fujet.  Nous  traiterons  dans  la 
fécondé  des  Intégrales  a plufieurs  va- 
riables. Nous  avouons  avec  reconnoîf- 
fance  avoir  profité,  dans  l’une  & dans 
l’autre,  de  ce  qu’ont  écrit  fur  cette 
matière  plufieurs  excellens  Auteurs  ’3 
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mais  nous  ne  pouvons  cependant  nous 
diffimuler,  que  la  partie  la  plus  diffi- 
cile nous  appartient;  & nous  pourrions 
en  appeller  au  témoignage  de  plufieurs 
Géomètres,  qui  ont  vù  le  fond  de  cet 
Ouvrage  il  y a plus  de  vingt  cinq 
ans . Mais  comme  nous  recherchons 
uniquement  l’utilité  des  Commençants, 
nous  renonçons  volontiers  a tout  droit 
de  préfeription , laiflant  a chacun  la 
liberté  de  revendiquer  ce  qui  eft  a 
lui , & ne  difputant  pas  meme  les 
chofes  fur  lesquelles  nous  fommes  furs 
d’avoir  une  propriété  égalé.  C’eft  par 
cette  raifon,  que  nous  avons  fouvent 
omis  des  noms  refpedables , cedant  a 
quiconque  voudra,  tout  ce  qu’il  croira 
devoir  repeter  ; pourvu  qu’on  nous  ac- 
corde la  gloire  d’avoir  été  utiles. 

Nous  ne  pouvons  trop  exhorter 
nos  Ledeurs  a lire  cet  Ouvrage  de 
fuite  & avec  ordre,  fans  interrompre 
la  liaifon  des  Calculs  & des  Demon- 
ftrations.  Nous  recommandons  furtout 
de  s’arrêter  avec  beaucoup  d’applica- 
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tion  fur  les  derniers  Chapitres,/4  qui 
font  un  Commentaire  fur  l'excellent 
Traité  de  la  quadrature  des  courbes  de 
M.  Newton . Cet  Opufcule , peut-être 
trop  négligé  , renferme  de  grandes 
viies,  qui  ouvriraient  un  vafte  champ 
a des  méthodes  elegantes  de  Calcul . 
Mais  nous  avons  été  obligés  de  nous 
reflerrer  dans  les  bornes  de  nôtre  plan, 
& de  reprimer  plufieurs  idées  qui  fe 
prefentoient  a nous,  & qui  pourront 
dans  la  fuite  fournir  matière  a des 
mémoires  particuliers  . On  trouvera 
peu  défigurés  dans  ce  Traité,  n’ayant 
pour  but  que  le  Calcul,  & non  les 
conftrudions  géométriques. 

Il  nous  refte  a parler  de  l’occafion 
de  cet  Ouvrage.  Peut-être  feroit-il  re- 
fté  enfeveli  pour  toujours,  fans  les  in- 
ftances  & les  confeils  d’un  très-habile 
Géomètre , M.  de  Keralio . Nous  lui 
devons  un  témoignage  public  de  nôtre 
reconnoîflance  , pour  tous  les  fecours , 
qu’il  a bien  voulu  nous  prêter,  déro- 
bant des  momens  précieux  confacrés  a 
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l'éducation  d’un  Augufte  Prince,  pour 
revoir  & examiner  nôtre  travail , ré- 
péter les  calculs  avec  tant  de  foin  & 
d’attention,  que  nous  nous  ferions  gloi- 
re de  le  regarder  comme  le  troifieme 
Auteur , fi  ce  titre  pouvoit  luy  faire 
autant  d’honneur,  qu’il  en  feroit  a 
nous  mêmes. 

Si  ces  Elemens  peuvent  avoir  quel- 
que fuccés , nous  en  ferons  d’autant 
plus  fatisfaits,  qu’ils  rempliront  l’objet 
que  nous  nous  étions  propofé,  de  laif- 
fer  de  nous  un  fouvenir  utile  dans  une 
Ville,  où  on  nous  a fait  l’honneur  de 
nous  appeller,  & dans  laquelle  l’état 
des  Sciences  ne  tardera  pas  à devenir 
floriffant  par  l’Exemple  & la  Prote- 
ction du  Souverain,  & par  la  vigilan- 
ce d’un  Minière  éclairé. 
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D U 

CALCUL  INTÉGRAL* 

PREMIERE  PARTIE 

De  l’intégration  des  Différentielles 
a une  variable. 

CHAPITRE  PREMIER  * 

Des  Principes  Generaux  du  Calcul 
Différentiel , (7  Intégral. 

I. 

LOrs  qu’on  compare  entr’ elles  plusieurs  quantités, 
dont  les  unes  augmentent  ou  diminuent  continuel- 
lement , tandis  que  les  autres  demeurent  toujours  les 
mêmes;  On  appelle  les  premières  de  ces  quantités,  Cban- 

A 
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1 Elemens  du  Calcul  intégrai. 

géantes y ou  Variables  y Se  les  fécondés,  Confiantes.  On 
deligne  ordinairement  les  Confiantes  par  les  premières 
lettres  de  l’ alphabet  a y b y r,  (D'c.  8c  les  variables  par 
les  dernières  « , a , / , v , &c. 


II. 

C’  eft  un  principe  évident  que,  fi  une  Variable  a 
eft  augmentée  ou  diminuée  d’ une  quantité  quelconque, 
que  nous  nommerons  D a,  8c  quelle  devienne  a“Da, 
ces,  deux  quantités  a 8c  a approcheront  dautant 

plus  de  1’  égalité,  que  leur  différence  Da  diminuera  da- 
vantage par  rapport  a a,  8c  qu’enfin  elles  deviendront 
égalés  dans  l’inftant  que  cette  différence  s’évanouira. 

III. 

Les  différences  Dx  8c  Dy  de  deux  variables  x 8c  y 
peuvent  dans  1’  inftant  de  leur  evanouïffement  etre 
entr’elles  comme  deux  quantités  finies,  confiantes  ou  va*- 
riables.  Pour  le  démontrer,  fuppofons  que  CBM  foit 
une  ligne  quelconque-  (Fig.  r.)  rapportée  a la  droite 
CP  par  les  ordonnées  perpendiculaires  B A,  MP  y M'P>y 
que,  CA  8c  AB  étant  des  lignes  confiantes  a 8c  b , 
l’abfcifle  variable  AP  foit  =*,  fon  ordonnée  PM~yy 
8c  qu’on  ait  l’equation  a la  ligne  CBM.  Premièrement 
fi  CBM  efi  une  ligne  droite,  on  aura  la  proportion 
CA  («):  AB  (b):  : CP  (x-+a):  PM  O),  d’ou 
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l’on  tire  1’ équation  ab-+b x=ay . Si  donc  on  fuppofc 
que  P abfcifle  AP  augmente  ou  diminue  de  la  quantité 
PP1  que  Nous  nommerons  Dx  ou  quelle  devienne 
AP'—x^-Dx , 1’  ordonnée  PM  augmentera  aufïi  ou 
diminuera  de  la  quantité  NM'—Dy  , 8c  deviendra 
P' Af/=/^+Dy;  & en  fubflituant  x~Dx  au  Heu  de*, 
& y^-Dy  au  lieu  de  / dans  l’equation  ab-\-bx—ay^ 
elle  fe  changera  en  celle-ci  a b-\-b  x~b  D x=jy^+.i  Dy , 
d’ ou  retranchant  la  première  équation , on  aura  “ 
bDx^z^Ç-aDy,  ou  bDx—aDy;  parconfequent  Dxi 
Dy : : a:  £,  c’eftadire  que  les  différences  Z)x,  Dy  fe- 
ront toujours  entr’elles  comme  les  confiantes  finies  a 8c  b, 
8c  qu’ainfi  elles  conferveront  le  même  rapport  dans  l’inf- 
tant  même  de  leur  evanouïlTement. 

Suppofons  en  fécond  lieu,  que  la  ligne  CBM  foit 
une  parabole,  dont  le  fommet  eft  C,  la  tangente  CP, 
8c  l’equation  (a—*-xj2~byt  dans  cette  hypothefè,  lorf- 
que  AP  ou  * augmentera  de  PP1  & deviendra  x— *-Dx, 
l’ordonnée  / augmentera  aufh  de  M:  N 8c  deviendra 
/—*-/)/,  & en  fubflituant  ces  deux  quantités  aulieu  de 
x , & de  / dans  l’equation  (<»— i -x)2=byy  elle  fe  chan- 
gera en  celle-ci  (a— Hc— *-Dx)I=^/— <rbDy , ou  ( r.—¥x ) * 
—+-2  a D x— 4-2  x D x—i-D  x D x=by—y-b  Dy  , d’ ou  retran- 
chant la  première  équation,  on  aura  2aDx-¥2xDx 
— 4-Dx*=^D/,  & Dy  : Dx::  2 a— 1-2  x— t-D  x : b.  Or 
dans  l’inflant  que  Dx  8c  Dy  s’ evanouiffent  par  rapport 


4 Eelemëns  du  Calcul  intë'gral 
a * &/,  ou  que  1’  ordonée  P' Al'  tombe  fur  PM,  la 
quantité  2 «-+:  *-+D*  devient  égalé  a 2 <.-t-2  x(Art.n.); 
Donc  alors  D y fera  a Dx  comme  la  quantité  finie  & 
variable  24-4-2*  eft  a la  quantité  finie  & confiante  b.C. 
Q.  F.  D. 

IV. 

Lors  qu’on  confidere  la  différence  D*  d’ une  quan- 
tité variable  * qui  devient  x— t-Dx,  dans  1’  inffant 
que  cette  différence  s’évanouit,  on  l’appelle  la  Différât' 
ticlle  de  cette  variable  x;  & cette  même  variable  * fe 
nomme  Y Intégrale  de  fa  différentielle  Dx.  Nous  fup- 
poferons  toujours  dans  la  fuite  que  la  petite  lettre  d 
placée  devant  une  quantité  variable  fignifie  la  différen- 
tielle de  cette  quantité  : ainfi  d * fignifie  la  différen- 
tielle de  x,  8c  d.  (x-+-.»)1  fignifie  la  différentielle  de  la  quan- 
tité complexe  (x— t-4  )*  , que  nous  avons  trouvée 
= 2 xdx-+iadx  (Art.  III. ).  La  lettre  S placée  devant 
une  différentielle  quelconque , fimple  ou  complexe , de- 
figne  l’intégrale  de -cette  différentielle:  ainfi  S./Zx^ux, 
& S.  2 adx— 1-2 x<Zx—  (x— H/)2.  On  marque  l’intégrale 
d’une  différentielle  dx  par  S.dx%}  par  ce  qu’on  confi- 
dere la  différentielle  dx  comme  un  element  de  fon  in- 
tégrale x,  & l’intégrale  même  x comme  la  fomme  de 
fes  éléments  dx. 
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V. 

Le  Cdcul  différentiel  eft  l’art  de  trouver  les  diffé- 
rentielles des  quantités  variables,  8c  l’expreffion  de  ces 
différentielles  délivrées  de  leurs  termes  inutiles,  c’eft  a- 
dire  des  termes  qui  s’ evanouïffent  par  rapport  aux  autres 
termes  dont  ces  différentielles  font  compofées.  C’eft  par- 
ce calcul  qu’on  trouve  que  la  différentielle  de  (n— J-*)1 
eft  d’abord  zadx— t-zxdx— t-.Vx2,  8c  pn  fuite  zadx—¥zxdtt 
en  effaçant  le  terme  d **,  qui  s’évanouît  par  rapport  aux 
deux  autres  termes  zadx,  8c  z xds,  (Art.  ni.) 

VI. 

Voici  la  réglé  generale  de  ce  calcul,  fupposéz  que  X 
reprefente  en  general  la  quantité  variable,  dont  on  veut 
trouver  la  différentielle.  Si  cette  variable  eft  toute  fi  tri- 
ple, on  écrira  dX  pour  fa  différentielle  ; mais  fi  elle  eft 
compofée  de  variables  fimples  x , z ,6V. , 8c  de  confian- 
tes. I. ° On  fubftituera  dans  X aulieu  de*,  *,/,  v^Ù'c. 
les  quantités  x-*-dx,  •«  Wz,  ) — \-d y , v—*-d  v Cfc.  en 
mettant  le  figne  — devant  les  différentielles  fimples  qui 
font  négatives,  ou  qui  font  les  différentielles  des  varia- 
bles fimples,  qui  diminuent  tandis  que  les  autres  aug- 
mentent ; Comme  fi  x devenant  x—hd  x , * devenoit 
% — dx , on  fubftitueroit  z — dx  au  lieu  de  z danc  x. 
2.°  Suppofant  qu’apres  ces  fobftitutions  la  quantité 
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propofée  X foit  changée  en  une  autre  quantité  que  nous 
defignerons  par  X ',  on  prendra  la  différence  de  ces  deux 
quantités,  qui  fera  dX  3. ° On  effacera  dans  cette  dif- 
férence â X tous  les  termes  qui  s’  evanouiifent  par  rap- 
port aux  autres  termes,  dont  elle  elt  compofée;  le  re- 
lie fera  la  différentielle  cherchée  d X délivrée  de  fes  ter- 
mes inutiles. 

Exemple  i.  Onveut  trouver  la  différentielle  de 


a — j—  . En  fubflituant  dans  cette  quantité  x— t-J  x au 

lieu  de  x , elle  devient  — ‘ = 

î b 

— - - d ou  retranchant 

3 b 

iUl}'  il  relie  Oj+O1  . Gr  dans 

3 b b lb 

ce  relie  le  terme  ~ s’  évanouît  par  rapport  au  terme 


(*-*-*)  dx' 


8c  celui-ci  s’évanouît  auffi  par  rapport  au  pre- 


• («-»-*)1  d X ■/■  (a-t-x)  dx1  d *’  n \ 

mier  terme  i d ; puifque  1 e(l  a, 

* . _ * b J b 

(a-t-X  ) dx  conrime  ^ — 1-^—1-  iS  cft  à.  Scque  (4» — *-J*)*</ AT — H 

( a— Ht)  dx  : ( a-\rx  ) 2d  x : : a-*-x—i-d  x : a-t-x . Donc  la  diffé- 
rentielle de  la  quantité  propofée  efl  Lüli.  dx. 

J b b 

Exemple  2.  Pour  trouver  la  différentielle  de  la 
quantité  dans  laquelle  nous  fuppofons  que  quand 


*1 
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x augmente  & devient  x-Wx,  z augmente  aufli  & de- 
vient z— \-dz  ; fubftituez  x— h/x,  & z-Wz  au  lieu  de  x 
& de  z,  & la  quantité  propofée  deviendra  xz— \-zdx  — H 
x d z -W xi/ z— H.:,  dou  retranchant  x z— h/?, le  relie  fera  z d x—H 
xdz—^dxdz.  Or  en  comparant  les  termes  zdx  8cxdz 
avec  le  dernier  terme  dxdz,  on  voit  que  zdx-^dxdz: 
z d x ::  z-+dz:  z}  Sc  xdz— \-dxdz  : xdz:;  x— hdx:  x, 
& qu’ainfi  le  dernier  terme  s’évanouît  par  rapport  aux 
deux  autres.  La  différentielle  cherchée  fera  donc  zdx— h 
xdz.  Si  l’on  fuppofoit  que  x augmentant,  z diminuât, 
il  faudrait  écrire  dans  cette  différentielle  — d z auiieu 
de  -i-dzy  & elle  deviendrait  zdx — xdz. 

VII. 

Le  calcul  intégral  eft  l’art  de  trouver  les  intégrales 
des  différentielles  propofées.  On  cherche  par  ce  Calcul 
la  folution  du  problème  inverfe  du  calcul  différentiel  . 
Le  problème  general  du  Calcul  différentiel,  eft  celui- 
ci  : Une  quantité  variable  étant  donnée  , en  trouver  la 
différentielle  ■ Nous  venons  d'  en  donner  la  folution 
generale  . Le  problème  general  du  Calcul  intégral 
eft  celui-ci:  Une  différentielle  étant  donnée  en  trouver  C in- 
tégrale . Il  s’ en  faut  bien  qu’on  en  ait  la  folution  ge- 
nerale; Car  il  y a beaucoup  de  différentielles  dont  on 
ne  peut  point  trouver  les  intégrales , & beaucoup  d’ au- 
tres dont  on  ne  peut  les  trouver  qu’  imparfaitement  & par 
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approximation  . Tout  ce  qu’on  peut  dire  en  general , 
c’elt  qu’il  faut  faire  beaucoup  d’  attention  aux  procédés 
du  Calcul  différentiel  pour  parvenir  a ceux  du  Calcul 
intégral. 


VIII. 

I 

Theoreme.  Dans  une  courbe  quelconque  (fig.  a.) 
dont  les  ordonnées  PM,  P' M1  font  perpendiculaires 
aux  abfcifles  AP,  A P\  la  différentielle  de  1’  aire  finie 
AB  MP  efl  égalé  au  rettanglc  P MNP',  lorfque'  la  dif- 
férence PP 1 des  abfcifles  s’évanouit,  ou  que  les  ordon- 
nées P1  M1,  PM  tombent  1’  une  fur  1’  autre;,  en  forte 
que  fi  on  fait  l’ abfcifle  A P=x , & f ordonnée  P M—y 
la  différentielle  de  l’aire  A B MP— y dx,  & S.ydx=zz 
AB  MP. 

Démonstration  .•  Ayant  tiré  M N perpendicu- 
laire a P1  M1  & achevé  le  reftangle  P1  M1  OP , la  diffé- 
rence des  aires  A BMP  8c  ABM1  P1  fera  le  trapèze 
PMM'P'i  or  lorfque  PP' s’évanouît  ou  devient  d x , le 
îeflangle  POM'P1  devient  y dx-y-d  x dy , 8c  le  rectan- 
gle P MNP1— y d x ; & par  ceque  y d x-+-i  x dy  : y d x:: 
y-+d  y:  y,  8c  que  y-+d  y — y ( Art.  II.  ),  le  reflangle 
PO  M'P'—P  MNP'  ; donc  aufli  le  trapeze  P MM' P fera 
égal  au  reflangle  P MNP'  ou  —ydx.  C.QF .D. 


IX. 
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IX. 

Theoreme  . En  fuppofant  les  mêmes  chofes , fi 
on  nomme  s l’ arc  B M de  la  courbe , on  aura  d s =s 

Démonstration.  Si  on  conçoit  que  l’arc  B M 
eft  divifé  en  un  très  grand  nombre  de  petits  arcs  com- 
me MM',  chacun  avec  fa  corde;  il  eft  évident  qu’en 
augmentant  toujours  le  nombre  de  ces  petits  arcs  & de 
leurs  cordes,  8c  en  diminuant  toujours  leurs  grandeurs, 
la  fomme  des  cordes  approchera  toujours  de  l’ égalité 
avec  la  fomme  des  arcs  ; 8c  qu’enfin  dans  l’ inftant  que 
chacun  de  ces  arcs  s’  évanouira,  la  fomme  des  cordes  fe- 
ra égalé  a la  fomme  des  arcs  ou  a l’arc  BM;  8c  que 
la  différence  MM1  des  arcs  BM  8c  BM1  en  s’evanouif- 
lànt  ou  en  devenant  ds , deviendra  aufïï  égalé  a la  dif- 
férence de  la  fomme  des  cordes,  ou  égalé  a la  corde 
cvanouïlfante  de  l’ arc  MM'  ; or  a caufe  de  l’ angle  droit 
MNM ' , le  quarré  de  la  corde  MM1  eft  égal  aux  deux 
quarrés  des  cotés  MN  8c  NM1 , ou  de  d x 8c  d y . Donc 

d s1=Jx1-i-dy‘ , 8c  d s=>f  dxx-+dy% . C.<jKF.D. 

X. 

Theoreme.  Les  mêmes  chofes  étant  fuppofées,  C 
on  prolonge  la  corde  MM'  de  l’arc  MQM'  ( fig.  3.) 

B 


Elemens  du  Calcl  inte’gral 
Jufqu’a  ce  qu’elle  rencontre  la  ligne  des  abfciffes  au  point 
T;  lorfque  AfAP  5c  PP1  s’évanouiront,  la  ligne  MT 

v 

fera  tangente  de  la  courbe  au  point  A/,  8c  la  foutan- 
genre  P T fera  = • 

dj,  ■ 

Démonstration.  Ayant  prolongé  la  corde  MM' 
,dc  l’arc  MQM'  de  part  8c  d’autre  en  R 8c  en  T; 
Si  on  conçoit  que  l’ordonnée  P1  M1  s’approche  toujours 
de  l’autre  ordonnée  PAf,  il  eft  évident  que  la  fecante 
T MM' R s’approchera  toujours  de  la  pofition  de  la  tan- 
gente tirée  par  le  point  M ou  AP,  8c  qu’enfin  cette  fe- 
cante tombera  fur  la  tangente  dans  l’ inflant  que  fes 
deux  points  d’ interfcélion  avec  la  courbe  M 5c  AP  fe 
reuniront  en  un  feul  point  AT,  qui  fera  le  point  d’at- 
touchement, ou  dans  l’inftant  que  PP'  ou  MN  s’éva- 
nouira 8c  deviendra  </#,  8c  que  NM  deviendra  ///;  or 
les  deux  triangles  femblables  M'NM  8c  MP  T donnent 
toujours  cette  proportion  M' N : NM  ::  MP:  PT,  ou 
dy:  dx::/:  PT  lorfque  TM  devient  tangente.  Donc 

dans  ce  cas  P T=^-^  . C.QF.D. 

XI, 

Theoreme  . Une  quantité  variable  a la  même 
différentielle  lors  quelle  eft  feule  , 8c  lors  quelle  eft 
jointe  par  addition  ou  par  fouftraflion  avec  une  quanti- 
té confiante. 
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Démonstration  . Que  x teprefenre  une  quanti- 
té variable  quelconque  & c une  confiante  pofitive  ou 
négative  ; la  différentielle  de  x fera  d x ; & celle  de  x-+-c 
fe  trouve  en  fubflituant  dans  cette  quantité  x— t -d x au 
lieu  de  x,  pour  avoir  *— H/ x— h: , & en  retranchant  x— t-r, 
il  refiera  aufi  dx  pour  la  différentielle  de  x— +-c  ( Art.  vil.) 
C.QF.D. 

xi  r. 

Corollaire  i.  Les  quantités  confiantes  nont  point 
de  différentielles.  Ce  qui  elt  d’ailleurs  évident,  parceque 
les  confiantes  n’  augmentent  ni  ne  diminuent  , tandis 
que  les  variables  changent  continuellement  (Art.  i.) 

XIII. 

Corollaire  2.  Lorsqu'on,  a trouvé  l'integrale  x 
d’une  différentielle  propofée  d x on  peut  lui  ajouter  une 
confiante  quelconque  c,  pofitive  ou  négative;  a moins 
que  les  circonflances  qui  ont  donné  cette  différentielle  & 
fon  intégrale  ne  fervent  a déterminer  cette  confiante  , 
ou  a faire  connoitre  quelle  efl  égalé  a zéro,  ou  qui! 
ny  en  a point  a ajouter.  Dans  ce  cas  on  pourra  fe 
férvir  de  la  réglé  fuivante. 
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XIV. 

Règle  pour  trouver  la  valeur  de  la  confiante,  qu’il 
faut  ajouter  a une  intégrale  pour  la  rendre  complété  , 
lors  quelle  n’eft  point  arbitraire,  nuis  déterminée  par 
les  circonflances  du  problème. 

Suppofons  que  pour  refoudre  un  problème  on  ait 
trouvé  une  différentielle  dX  & en  fuite  fon  intégrale  X, 
compofée  comme  on  voudra , de  variables  & de  conf- 
iantes, & que  les  circonflances  du  problème  faffent  con- 
noitre  que  1*  intégrale  complété  X— *-r  doit  etre  égalé  ou 
a zéro,  ou  a une  quantité  donnée  A,  lors  que  les  va- 
riables fimplcs  *,z,/,v,  dont  elle  eft  compofée , font  fup- 
pofées  égalés  ou  a zéro,  ou  a des  quantités  données  a , 
b 8cc.  Cela  posé,  fubflituez  dans  l’intégrale  trouvée  X 
les  valeur» , tt , b , &c.  ou  zéro,  au  lieu  des  variables 
*,  a,  8cc. ; & que  par  cette  fubflitution  1’  intégrale  X 
devienne  égalé  a une  quantité  connue  B.  Puis  qu apres 
la  fubflitution  T intégrale  complété  X— K,  ou  5— t-c  doit 
être  égalé  ou  a zéro,  ou  a la  quautité  A\  vous  aurez 
B— bc  = Ay  ou  R—\-c  = o , 8c  c~A — R,our= — B; 
par  confequent  l’integrale  complété  X— +-r  fera  X—\-A — 5, 
ou  X — B. 

Exemple  i.  On  a trouvé  par  le  Calcul  que  x z 
eft  l’intégrale  de  la  différentielle  xdz-+zdxy  8c  on  feait 
par  les  circonflances  qui  ont  donné  cette  différentielle  , 
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que  fon  intégrale  complété  x z— +-c  doit  etre  égalé  a la 
quantité  a , lorfque  les  variables  x & z deviencnt  nulles, 
ou  que  xx  — 0:  on  aura  donc  x z— *-c  = o-+c~a , & par 
confequent  l’intégrale  complété  xz— t-c  fera 

Exemple  2.  La  courbe  CBM  eft  une  parabole 

(fig.  4.)  dont  l’equation  eft  j— =/  > en  fuppofânt 


C A~a,  AB  — b , AP=x}PM  ~y  comme  dans  l’Ar- 
ticle ni.  On  veut  trouver  l’efpacc  ou  l’ aire  parabolique 
AB  MP-  la  différentielle  de  cet  espace  eft  le  reélangle 


f 1 

P M N P=y  d x (An.  viil);  puis  donc  que/=  on 

aura  / d x = </x,  dont  T intégrale  eft  -»*-**  f ■? 

b £ b 

(Exemple  1.  de  TArt.  vil.  );  donc  S./d  x~ABMP=z 

- -t-c.  Mais  l’efpace  parabolique  AB  MP  devient 

nul,  lorfque  P M tombe  fur  AB,  ou  que  x devient 
zéro.  En  fubftituant  donc  0 au  lieu  de  x dans  l’inté- 


grale trouvée 


(*-*-*  r 


on  aura 


{ 0 -f 
} 6 


ou  — 

3* 


• erre®,  r= — -7  ; par  confequent  l’intégrale  com- 


plété 


î* 

ABMP, 


(«-*•*)*_  -4- } <•  * -+5«1 

' 3*4  il 
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Nous  fuppoferons  dans  la  fuite  que  lors  qu’on  aura 
trouvé  par  le  calcul  l’intégrale  Xd’ une  différentielle  quel- 
conque d X,  on  lui  ajoutera  s’il  efl  necdfaire  pour  la 
rendre  complété,  la  confiante  c déterminée  par  les  cir- 
conflances,  comme  nous  venons  de  l’expliquer  dans  la 
réglé;  & nous  ne  ferons  mention  que  de  l’intégrale  X 
trouvée  par  le  calcul,  a moins  qu’il  n’y"  ait  quelque 
raifon  particulière  de  faire  attention  a la  confiante. 


xvr. 


Theoreme.  La  différentielle  du  produit  ax  d’une 
variable  * multipliée  par  une  confiante  a efl  adxy  & 


celle  du  quotient  - efl  — . 


Démonstration.  Pour  trouver  la  différentielle 
du  produit  ax , il  faut  fubflituer  dans  ce  produit 
au  lieu  de  x,  & le  changer  en  ax-^adx  d’ ou  ôtant  axy 
le  refie  ttdx  fera  la  différentielle  de  ax  (Art. VI.).  On 

trouve  par  la  même  fubflitution  que  - devient  LUT  y 


d’ou  ayant  retranché  ~ le  refie  dj  efl  la  différentielle 


du  quotient  ~ (Art. VI.)  C.QF.D. 
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XVII. 

Corollaire.  Donc  pour  trouver  l’intégrale  d’une 
différentielle  multipliée,  ou  divifée  par  une  confiante  on 
n’a  qu’a  prendre  l’intégrale  de  cette  différentielle  fans 
avoir  égard  a la  confiante , & en  fuite  multiplier  ou  di- 
vifer  cette  intégrale  par  la  confiante.  Et  de  même  pour 
trouver  la  différentielle  d’ une  variable  multipliée  ou  di- 
vifée par  une  confiante,  il  fuffit  de  prendre  la  différen- 
tielle de  la  variable  fans  faire  attention  a la  confiante  , 
.&  de  la  multiplier  ou  divifer  par  çette  confiante,  Ainfi 
Jorfqu’ou  çonnoit  l’ intégrale  d’ une  différentielle,  on  trouve 
aifement  f intégrale  de  la  même  différentielle  multipliée 
ou  divifée  par  des  confiantes  données. 

XVIII. 

THEOREME.  La  différentielle  d’ une  quantité  com- 
pofée  de  plufieurs  termes  variables  joints  enfemble  par 
les  fignes— t-ou — -,e(l  égalé  a la  fomme  des  différentielles 
de  chaque  terme  jointes  enfemble  par  leurs  fignes  — 
ou  — '. 

Démonstration.  En  fuppofant  que  dans  la  quan- 
tité compofée  *— t-z — v— »-&c.  les  variables  augmentent  tou- 
tes en  même  tems,  & deviennent  *— n/*,  z-h/z,-l>-W  v , 
&c.  cette  quantité  deviendra  x— h/x— ks-W  z — v — dv-¥ 
j&c.  d’ ou  ayant  retranché  *— i-z  — v- &c.  le  refie  <fx— t- 
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dz—dv-+  &c.  fera  la  dinérentielle  de  x-t-s— *u-4-  8cc. 
(Art. vi.).  Et  de  même  fi  on  luppofc  que  x devenant 
*-+••/*,  * devienne  * — dz,  8c  v devienne  v— k-dv,  la 
quantité  x-t-s — -u— t-  &c.  deviendra  x-t-./x-+-i — dz  — 
v — dv-\-  8c c.  d’ou  ayant  oté  x— hs— u-+-  &c.,  le  refie 
dz — dz — du— h &c.  fera  la  différentielle  de  x-t-x— 1>-+- 
&c.  C.^F.O. 

XIX. 

Corollaire.  Donc  l’ intégrale  <T une  fuite  de  dif- 
férentielles jointes  par  les  fignes  — *-  ou  — fe  trouve  en 
prenant  en  particulier  les  intégrales  de  chaque  différen- 
tielle, & en  les  joignant  par  leurs  fignes  -+■  ou  — . 

XX. 

Theoreme.  La  différentielle  du  produit  *zv  8c c. 
de  plufieurs  variables  x,  a,  v &c.  eft  égalé  a la  fournie 
des  différentielles  qu’on  trouve  en  multipliant  la  diffé- 
rentielle de  chaque  variable  par  le  produit  de  toutes 
les  autres  variables. 

Démonstration.  I.°  La  différentielle  du  produit 
mx  de  deux  variables  x 8c  x,  eft  z d x— t-x  dz  en  fuppo- 
fant  que  ces  deux  variables  croiffent  toutes  les  deux  en  mê- 
me tems , 8c  deviennent  x— h/  x,  & z—^d  z ; 8c  cette  différen- 
tielle eft  zdx — x<^x,lorfque  la  variable  x devenant  x-W  x , 
l’autre  % devient z-+dz.  (Art.vi.  Exemple2.)C.j^.F.D. 

2.  ° La 
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2.0  La  différentielle  du  produit  xzv  de  trois  varia- 
bles x,  x,  v , efl  zvdx—t-xvdz—*-xzdv,  en  fuppofant 
que  ces  variables  croilfent  toute;  en  même  tems . Pour 
le  démontrer  fuppofons  xz=.s  ou  xzu  = sw,  Nous  au- 
rons par  le  premier  cas  zdx— hxdz  = ds,  & d.xzu  — 
ud$—\-sdw=.ZMdx—*-xudz—*-xzdu,  en  fubftituant  dans 
uds-^sdu  la  différentielle  zdx~+xdz  aulicu  de  ds,  & 
xz  aulieu  de  s.  fion  fuppofe  que,  x & u croiffant,  a di- 
minue, c’ eft  a dire  que  -Wz  devient  — </z,  alors  on 
auroi  t d.xzu=:zud  x — x udz  —\-x  z du.  C.  £).  F.  D. 

3.0  La  différentielle  du  produit  xzuy  eft  zuydx-+ 

xuydz— bxzydu— \-xzudy,  en  fuppofant  que  toutes  les 

variables  croiffent  en  même  tems.  On  le  démontré  en 
% 

faifant  xzw  = r,  ou  xzuy=sy , par  confequent  zudx 
— fx  udz-±xzd  u=ds , 8c  d.  xzuy=.y  ds—l-sdy , & en 
fubftituant  dans  yds-b-sdy  au  lieu  de  ds , & de  s leurs 
valeurs,  on  trouve  la  différentielle  d.xzu  y=.zuy  dx— t- 
x u y d z-+x  zy  d u—bx  zud  y.  C.QF.D. 

4. 0  On  démontré  de  la  même  maniéré  tous  les 
autres  cas  de  cinq,  fix  ou  d’un  plus  grand  nombre  de 
variables,  & on  voit  clairement  par  cette  maniéré  la 
vérité  du  Theoreme  general  qu’il  falloit  démontrer. 

XXI. 

Corollaire.  Si  on  fubftitue  dans  la  différentielle 
du  produit  de  plufieurs  variables  x,z,x,  &c.  les  integra- 

C 
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les  x,z,u  &c.  au  lieu  de  leurs différentielles  dx,dz,du, 
&c.  ; apres  ces  fubftitutions  chaque  terme  de  la  différen- 
tielle complexe,  fera  l'intégrale  de  toute  cette  différen- 
tielle. Ainfi  en  fubflituant  x aulieu  de  dx,  Stz  au  lieu 
de  dz  dans  la  différentielle  complexe  zdx-+xdz , le  ter- 
me zdx  devient  **,  & l’autre  terme  xdz  devient  aufïï 
xz,  qui  eft  l’intégrale  de  la  différentielle  complexe  zdx 
-\-xdz.  De  même  par  la  fubflitution  de  x aulieu  de^x, 
de  z au  lieu  de  dz,  &c.  dans  la  différentielle  zudx- 4- 
xudz-i-xzdu  chaque  terme  devient  xzu,  qui  eft  l’in- 
tégrale de  toute  cette  différentielle  complexe.  Et  ainfi 
des  autres  cas, 


XXII, 

Corollaire.  2.  I.a  différentielle  de  x elevée  a la 
puiffance  dont  l’expofant  eft  un  nombre  entier  pofitif  m, 

ou d.x  =>nxm~'dx.  Car  fi  l’on  confidere  la  fécondé 
puiflànce  x1  comme  le  produit  xx  de  deux  variables  éga- 
lés x & x,  on  trouvera  par  le  premier  cas  du  theore- 
me  precedent  que  d.x1  =zxdx— \-xdx=zi  xdx=mxm~~ 'dx, 
en  fuppofant  m=z  2;  on  prouvera  de  même  par  le  fé- 
cond cas  que  d.x'"  =x*  dx— t-x’  d x—hx1dx=$x1dx= 
mx"  'dx,  en  fuppofant  m=  3;  par  le  troifieme  cas 
on  trouvera  d x^~^x’ d x = m x’“~ 1 dx,  en  fuppofant 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  I.  i9 

m — 4 > & Par  le  theoreme  general  on  comprendra  aife- 
ment  que  d*xm~mxm  !d  x. 

XXIII. 


Theoreme.  La  différentielle  d’une  fraélion -dont 

Z 

le  numérateur  & le  dénominateur  font  variables,  efl 

Z d X — x d z . 1 r r 

— — — , lors  quon  fuppofe  que  x & z croiffent  en 

même  tems;  & cette  différentielle  efl:  — d z , lors  que 

le  numérateur  croiffant,  le  dénominateur  decroit. 

Démonstration.  Pour  démontrer  ce  theoreme 

fuppofons  ^- = r,  par  confequent  x~szy  dx  = zds 


~+sdz  (Art.xx.);  & d s ~d . ^ d z y félon  que 

la  différentielle  dz  efl  négative  ou  pofitive.  Or  en 
fubftituant  dans  le  terme  sdz  la  valeur  de  r,  qui  efl, 

* i x d z .y  .. 

7)  on  trouve  s d z — — j cl  ou  1 on  cunclut  que 


xdz  zd  x -+x  a z 

Z Z z z 


C.QF.D. 


XXIV. 


Corollaire.  La  différentielle  de  la  fraflion  - 

Z 

dont  le  numérateur  efl  confiant  & le  dénominateur  va- 
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riable,  ed — “4r  î car  en  fai^nc  f ~s  ’ on  a’  n~ 
sz,  & da-o=:iLcis-+sdz.  , par  çonfequent  ds  = 
j t— LdJL— — — , en  fubdituant  - au  lieu  de  s. 

XXV. 

Theoreme.  La  différentielle  de  la  puiffance 
eft  w/'V*,  quelque  foit  1’  expofant  m,  pourvu  qu’il 
foit  coudant. 

Démonstration.  i.«Cas.  Lorfque  l’ expofant  m 
ed  un  nombre  entier  & pofitif,  on  1 a démontre  a 1 
Art.  xxii. 

2.c  Cas.  Lorfque  l’ expofant  m ed  un  nombre  en- 
tier négatif,  ou  que  la  puiffance  ed  x j il  faut  dé- 
montrer que  d.x  m^z—~mx  d x . Suppofons  pource- 
la  x^ou  — — = r,  par  çonfequent  i—sxm-  8c  enpre- 

X 

nant  les  différentielles  de  part  8c  d’autre  du  figne  d’ega^ 
lité,  o= xm  d î-+-  m s x’"- Vx  ( Art.  xil.  xx.  & xxn.  ) donc 


ds  : 


— m 


m — i » 

•m  s x ax 


• ms x * d • 


mx 


-'dx 


-m  x 


— m — I 


d x , en  fubdituant  au  lieu  de  s 
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3.«  Cas.  Lorfque  m eft  un  nombre  rompu  pofitif 


ou  négatif,  ou  que  x”  ~x p en  fuppofant  «J  = j,&que 
p 8c  n font  des  nombres  entiers  pofitifs  ou  négatifs; 


il  faut  démontrer  que  la  différentielle  de  xF  eft 


■j  x p dx.  Suppofons  pourcela  *p  = î,  ou#”=rp;  en 
prenant  les  différentielles  de  part  8c  d’autre  on  aura 

n 

d.  xr  =zds, ‘Vxrrrp/"1*/*  pour  les  deux  premiers 


A 

Cas;  d’ ou  l’ontire  ds~— — . Or  puifque  x” 

p'~' 


on 


a ~=zzs'~  , donc  on  aura  ds~ 


•~i , — ». 

1 sx  dx  m>  dx 


P * 


n x 


en  fubftituant  xp  aulieu  de  s dans  »t*“'  dx. 


C.  F.  D. 


XXVI. 


Theoreme.  X étant  une  fonction  compofée  com- 
me on  voudra  de  variables  w,/,z,«,&c.&de  confiantes, 
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fi  on  prend  fa  différentielle,  i.°  en  fuppofant  que  de 
toutes  les  variables,  *,/,  z,  w,  Si c.  la  feule  * demeu- 
re variable , Si  que  toutes  les  autres  y , z , u , &c.  de- 
viennent confiantes;  2.0  en  fuppofant  que  toutes  les  va- 
riables *,z,«,  Sic.  font  confiantes,  excepté  la  fecon- 
de  /;  3.0  en  fuppofant  que  toutes  les  variables  font 
confiantes,  excepté  la  troifieme  z;  en  continuant  ainfi 
a prendre  les  différentielles  de  X jus  qu’  a ce  qu’  on  foit 
parvenu  a la  derniere  variable  : la  fomme  de  toutes  ces 
différentielles  fera  la  différentielle  de  la  fonélion  X,  telle 
qu’on  la  trouve  par  la  réglé  generale  du  calcul  différen- 
tiel (Art  xx.)  en  fuppofant  que  x,/,z  , «,  Sic.  font 
toutes  variables  en  même  tems. 

Démonstration  . 1 0 Nous  avons  démontré  ( Art. 
XVIII.)  que  fi  la  fonélion  X eft  compofée  comme  on 
voudra  de  plufieurs  parties  variables  jointes  enfemble  par 
les  lignes— t-ou — , comme  x -+-/  — t-  z — u &c.  la  différen- 
tielle dX  trouvée  parla  réglé  generale  fera  d x — +- d y — +■ 
d z — du  Sic.  Or  en  differentiant  X,  i.°  en  fuppofant 
que  la  feule  quantité  x eft  variable , on  a d x ; 2. 0 en 
fuppofant  / feule  variable,  on  a dy}  3. 0 en  fuppofant 
x feule  variable,  on  a dz.  4. 0 en  fuppofant  u feule 
variable,  on  a — du  Si  c.,  8c  la  fomme  de  toutes  ces  dif- 
férentielles eft  d x-+dy—*-dz—d  u -+■  Sic.  telle  qu’on  la 
trouvée  en  differentiant  la  fonflion  X par  la  réglé  gene- 
rale. 
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2. 0 Lorfque  X efl  compofée  de  variables  & de  con- 
fiantes, multipliées  les  unes  par  les  autres  comme*/ a, 
&c.  Nous  avons  démontré  (Art.  xx.)  que  la  différen- 
tielle dX  efl  égalé  a la  fomme  des  produits  qu’on  trou- 
ve en  multipliant  la  différentielle  de  chaque  variable  par 
le  produit  de  toutes  les  autres  variables.  Or  cette  fom- 
me efl  la  même  que  celle  qu’on  trouve  en  prenant  fuc- 
cefTivement  les  différentielles  deX  dans  les  fuppofitions 
que  toutes  les  variables  font  confiantes,  x.°  excepté  la 
première,  2.0  excepté  la  fécondé,  3.0  excepté  la  troi- 
fieme,  8c  ainfi  de  fuite  jufqu’a  la  derniere  variable,  8c 
en  ajoutant  enfcmble  toutes  ces  différentielles. 

3.0  Lorfque  X efl  compofée  de  variables  divifées 
comme  on  voudra  les  unes  par  les  autres  comme  ~ ; 

fi  on  met  une  autre  variable  p a la  plafe  de  ÿ , on  au- 
ra y =# p , & la  demonflration  fera  la  même  que  dans 
le  cas  precedent. 

4. 0 Enfin , lorfqnc  les  parties  de  la  fondion  X ren- 
ferment des  puiflànces,  des  radicaux,  ou  d’ autres  fon- 
dions quelconques  des  variables,  on  peut  mettre  a la 
place  de  chacune  de  ces  fondions  une  autre  variable  , 
8c  la  demonflration  demeure  la  même  que  dans  les  cas 
precedens.  Donc  ce  theoreme  efl  démontré  dans  tous 
les  cas  poffibles. 
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XXVII. 

Corollaire.  i.°  Si  la  fonétion  X ne  contient 
que  deux  variables  x,  &/,  fa  difïerentielle  dX  pourra 
toujours  être  exprimée  par  Ad  x—hB  dy , eu  fuppofant 
que  A eft  la  quantité  finie  qu’on  trouve  en  différen- 
ciant  X dans  la  fuppofition  de  / confiante  & de  * 
variable  , 8c  B étant  la  quantité  finie  qu’on  trouve 
en  différentiant  la  fonélion  A'  dans  la  fuppofition  de  x 
confiante  8c  de  / variable;  car  la  différentielle  de  X 
en  ne  fuppofant  que  x variable  , doit  toujours  etre 
une  quantité  finie  multipliée  par  dx-f  8c  en  ne  fup- 
pofant que  y variable  la  différentielle  de  X doit  tou- 
jours etre  une  quantité  finie  multiplié  par  dy.  On  de- 
montre  de  même  que  fi  la  fonélion  X ne  contient 
que  trois  variables  x,/,z,  la  différentielle  d X pour- 
ra toujours  etre  exprimée  par  Adx-+-Bdy-+Cdzy 
en  fuppofant  que  A,  B 8c  C font  les  quantités  finies 
qu’on  trouve  en  différenciant  X dans  les  fuppofitlons  , 
i.°  que  x feule  eft  variable,  i.°  que  c’ efl y feule,  & 3. 0 
que  c’ eft  la  feule  z.  On  prouve  de  la  même  manière 
que  fi  la  fonftion  X ne  contient  que  quatre  variables 
x,/,z,&x  fit  différentielle  dX  pourra  etre  exprimée  par 
A d x-+-  B dy-+C  dz-*-Dd  w;  8c  que  fi  elle  en  contient 
cinq,  x,^,x,x,r,  fa  différentielle  d X fera  A d x— t-  Bd y 
«-+C  d % — f-  D du~+"Ed  s‘f  8c  ainû  de  fuite,  en  fuppofant 

que 


r* 
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que  A , B , C,  D,  £ &c.  font  les  quantités  finies 
qu’on  trouve  en  différenciant  X dans  les  fuppofitious 
i.°  de  x feule  variable,  2.0  de  / feule  variable  &c. 

XXVIII. 

Corollaire.  2.0  Lorfque  la  différentielle  J X a 
une  intégrale  X on  peut  la  trouver  en  intégrant  dans 
fon  expreffion  Adx-*-B  dy-*-C  d z-*-8c c.  i.°  Le  terme 
Adx  en  fuppofànt  que  x feule  cft  variable,  2.0  le  terme 
Bd  y en  fuppofànt  que  / feule  eft  variable,  & ainfi 
de  fuite  jufqu’au  dernier  terme,  8c  en  comparant  en- 
tr’elles  toutes  ces  intégrales . Car  fi  elles  font  toutes 
les  mêmes,  on  aura  dans  la  première  S.  Adx  X inté- 
grale cherchée  ; Si  elles  font  différentes  on  ajoutera 
a ce  qu'elles  ont  de  commun  , tous  les  termes  qui 
font  leurs  différences  pour  avoir  l' intégrale  X , a laquel- 
le on  pourra  ajouter  une  confiante  fufvant  la  réglé 
(Art.  xvi.)  voici  la  raifon  de  ce  procédé:  puis  qu’on 
a trouvé  le  premier  terme  Adx  en  différenciant  dans 
la  fuppofition  que  x feule  etoit  variable  ; 8c  toutes 
les  autres , y , * , 8c c.  confiantes  ; en  intégrant  Adx 
dans  la  mêrrte  fuppofition,  on  aura  un  intégrale  S.  Adx 
qui  rendra  X dans  la  même  fuppofition  ; mais  comme 
la  fonétion  X peut  etre  compofée  de  termes  qui  ne  con- 
tiennent point  la  variable  x,  & que  tous  ces  termes 
s’ evanouïffent  en  différentiam  X dans  la  fuppofition  que 

D 


2 6 Elemens  du  Calcul  intégral 
toutes  les  variables  y , * 8cc.  font  confiantes  ; on  ne  rc- 
trouvera  pas  ces  termes  dans  1’  intégrale  S.Adx ; mais 
on  les  trouvera  dans  les  autres  intégrales  S.  B dy  ,S.C  d z, 
8cc.  dont  les  différentielles  B d y , C d z , Scc.  ont  été  trouvées 
en  fuppofant  fucceffivement  que  / , * , 8c c.  etoient  va- 
riables; car  Bdy  étant  la  différentielle  de  X dans  la 
fuppofition  de  y variable , les  termes  de  X dans  les  quels 
le  trouvent  /,  n’ont  point  été  détruits  par  la  différen- 
tiation de  X pour  trouver  Bdy ; on  les  retrouvera  donc 
dans  1’  intégrale  S.  Bdy,  Sa  ainfi  des  autres.  Mais  il 
faut  éclaircir  ceci  par  un  exemple  facile. 

Si  onfuppofe  X=:y*  x — \-ayx~— *-b  x-+cy'-+-q  con- 
fiante; on  trouvera  dX=  7,  y * \-iy  x’  dy  —\ri  a y xd  x 

—KJ  x~  d y —H  b d x —K  2 cydy—($y‘  x1  — K 2 a y x — I-  b)  d x— h 
( 2 y *’  -H»  *’-+2  cy)dy  — Adx  — i -B  dy,en  faifatit  A =: 

3 y1  #*— h 2 ay^-b  ,8c  5 = 2 K/j  x1  -K  2 c y.  Or  en  in- 
tégrant Ad  x dans  la  fuppofition  de  « variable  8c  de  y 

confiante,  on  trouve  S.  Ad x—y2  x?-K/j  y x1— t-  b x ;8cen 
intégrant  dans  la  fuppofition  de  x confiante,  on 

trouve  S.  Bdy  = y* x' —\-axzy-*-c y1 -,  8c  en  comparant 
ces  deux  intégrales , on  trouve  que  leurs  ternies  com- 
muns font  yz  x’  a x1  y , 8c  leurs  termes  différens  bx8c 
cyy  ; en  les  ajoutant  enfemble  on  a y* x1  a x1  y b x-K 
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c y y pour  l’ intégrale  X,  a laquelle  on  pourra  ajouter 
une  confiante  fuivant  la  réglé  (Art.  xvi.) 

XXIX. 

Theoreme  . Si  X efl  una  fonélion  quelconque 
composée  de  deux  variables  x & y 5c  de  confiantes , 5c 
par  confêquent  dX=  Adx-t-B  dy;  la  différentielle  de 
Adx  prife  dans  la  fuppofition  de  x confiante  5c  de  y 
variable  fera  égalé  a la  différentielle  d <t  B d y prife 
dans  la  fuppofition  contraire  de  y confiante  , 5c  de  * 
variable . 

DemomstrAtiom.  Si  dans  la  fonélion  X on  fub- 
flitue  #— t -d x au  lieu  de  x 5c  y-+dy  au  lieu  de  5c 
que  par  ces  fubflitutions  X devienne  X't  la  différentielle 
de  X,  ou  dX  fera^X' — X=Ad  x-i-B  dy  (Art.xxvil.) 

Si  dans  la  même  fonélion  X on  fubflitue  feulement 
x—>rd  x au  lieu  de  x en  confiderant  y comme  confiante  , 
5c  que  par  cette  fubflitution  X devienne  ü;  en  fubfli- 
tuant  enfuite  dans  R y y—*- J y au  lieu  de  yy  R devien- 
dra X'  : puis  que  c’  efl  la  même  chofe  de  fubflitirer  en 
même  tems  dans  X les  deux  quantités  x—^dx  au  lieu 
de  x 5c  y—¥d  y , au  lieu  de  y y ou  de  fubflituer  d’abord 
dans  X la  quantité  #— K ix  au  lieu  de  x pour  changer  X 
en  Ry  5c  de  fubflituer  enfuite  dans  R la  quntité/-+-rîV 
au  lieu  de  y. 
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Par  la  même  raifon  fi  on  fubflitue  dabord  dans  X la 
quantité  y-*-dy  au  lieu  de  / , & que  par  cette  fubfli- 
tution  X devienne  S;  en  fubflituant  en  fuite  dans  S la 
quantité  x—bdx  au  lieu  de  x,  ou  changera  S en  X'. 

Donc  fi  on  différencie  X en  fuppofant  x variable  èc 
y confiante,  la  différentielle  fera  R — X~Adx ; 8c  fi  on 
différencie  X en  fuppofant  y variable  Sc  x confiante  la 
différentielle  fera  5" — X~Bdy  (Art.  xxvii.) 

Mais  parce  qu’en  fubflituant/ au  lieu  de  y dans 
R,  8c  y —y- d y au  lieu  de  y dans  X,  R devient  X’  & X 
devient  S,  8c  que  par  confequentR — X devient  X'  — 
la  différentielle  de  R — -X  qui  efl  celle  de  Adxy  en 
fuppofant  y feule  variable  8c  x confiante  eft  X' — S — R— *-X 
( Art.  xxvii.  ) 

• .v.ffc  De  même  puis  qu’en  fubflituant  ^Jans  X la  quantité 
. * * • ;i  . ’î..  y^fdy  au  lieu  de /,Xdevieot.y,  8cS — X—Bdy\8c 

4 - quen  fubflituant  dans  S1  & dans  X la  quantité  x—bdx 

au  lieu  de  x,  S devient  X1  8c  X devient  R,  & par 
confequent  5'— X devient  X'—R.  La  différentielle  de 
. S — X ou  de  Bdy  en  fuppofant  x variable  8c  y confian- 

te fera  X' — R — S— t-X,  la  même  qu’on  a trouvée  pour 
la  différentielle  de  Adx  en  fuppofant  y variable  8c  x 
confiante,  C.QF.D. 
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Corollaire.  i.°  Donc  fi  on  prend  k diffcren- 
ticllc  de  A d *— v B dy  en  fuppofant  y variable  8c  x con- 
fiante dans  Adx , 8c  aucontraire  x variable  8c  y con- 
fiante dans  Bdy , on  aura  dA.  dx=.d B .dy , 8c  par 

confequent  ~y=  • Et  fion  propofe  de  trouver  1’  in- 

tégrale d’une  différentielle  Adx-^Bdy  dans  laquelle 
A 8c  B font  des  fondions  de  deux  variables  x 8c  y 8c 
de  confiantes;  cette  différentielle  n’  aura  point  d’  inté- 

• d A • d B 

finie  X , a moins  que  — . ne  foit  égalé  a — — en 

dy  d x 

prenant  la  différentielle  dA  dans  la  foppofition  de  x 
confiante  8c  de  y variable,  8c  en  prenant  k différen- 
tielle d B dans  k fuppofition  contraire  de  y confiante 
8c  de  x variable.  Mais  G en  prenant  les  différentielles 

comme  nous  venons  de  le  dire,  on  trouve = , 

7 dy  d x 7 

on  trouvera  l’ intégrale  de  A d x — f-  B d y par  k méthode 
du  Corollaire  2.  du  Theoreme  precedent. 

XXXI. 

Corollaire.  2.°  Si  X eft  une  fonélion  quelcon- 
que compofée  de  trois  variables  x,  /,  8c  z 8c  de  confian- 
tes, & par  confequent  dX~Adx— \-Bdy— t-Cdz-f  on 

. . dA  dB  dA  de  „ dB 

aura  ces  trois  équations  — — , 8c  

1 dy  dx  7 dz  dx  7 dz 


T 
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d C 

— j «n  prenant  pour  la  première  équation  la  différen- 
tielle dA  dans  la  fùppofitioa  de  y feule'  variable,  8c  la 
différentielle  d B dans  la  fuppofition  de  x feule  variable  ; 

En  prenant  pour  la  fécondé  équation  la  différentielle  d A 
dans  la  fuppofition  de  z feule  variable,  & la  différentiel- 
le dC  dans  la  fuppofition  de  x feule  variable,  8c  de 
même  en  prenant  pour  la  troifieme  équation  la  différen- 
tielle d B dans  la  fuppofition  de  z feule  variable ,.  8c  la 
différentielle  d C dans  la  fuppofition  de  y feule  variable. 

Car  puifque  Ad x—*-Bdj — t-Cdz  cft  la  différentielle  de  la 
fonêlion  finie  X compofée  de  trois  variables  x,y  & z, 
fi  on  fuppofe  z confiante,  le  dernier  terme  Cd z s’éva- 
nouira, 8c  la  fonélion  X ne  contiendra  que  deux  varia- 
bles x &/,  par  confequeut  fa  différentielle  fera  Ad  x — t-  ^ 

Bd  y y dans  la  quelle  on  aura par  le  Cor,  i.;, 

8c  fi  on  fuppofe^  confiante  la  différentielle  Bdy  s’éva- 
nouira, 8c  la  différentielle  deviendra  Adx->t-Cd z,  dans 

la  quelle  on  aura  > & on  prouvera  de  même 


qu’en  fuppofant  x confiante,  on  aura 


Si  la  différentielle  Adx-4-Bdy- 


Cdz  fournit  les 

d B dC 


on 


. . dA  dB  dA  dC  „ ~~ 

trots  equattons  = ^ , 

trouvera  Ion  intégrale  X par  le  Cor.  î,  du  Theoreme 


V 
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precedent  ; mais  fi  elle  ne  donne  pas  ces  trois  équations , 
elle  11’aura  point  d’intégrale  finie  X. 

Ce  n’eft  pas  icy  le  lieu  de  traiter  cette  matière 
plus  au  long,  il  fuffit  d’ avoir  démontré  avec  fimplicité 
les  deux  deruieres  Theoremes  qui  font  le  fondement  des 
principales  decouvertes  qu’on  a faites  dans  le  calcul  in- 
tégral j Nous  en  ferons  un  grand  ufage  dans  la  fuite  de 
cet  ouvrage, 

XXXII. 

Lemme  pour  fervir  de  préparation  a l’ ufage  des 
Logarithmes  dans  les  Calculs  différentiel  & intégral. 

i.°  La  courbe  B MR  (fig.  5.  ) dont  les  ordonnées 
AB  ,P  M,QR  ,8cc.  étant  en  progreffion  géométrique, 
les  abcifTes  correfpondantes  0,  AP,  AQlkc.  font  en  pro- 
greffion arithmétique,  fe  nomme  Logarithmique  \ par  ce 
que  les  abfciffes  peuvent  etre  prifes  pour  les  logarithmes 
de  leurs  ordonnées . On  peut  prendre  pour  l’ unité  une 
ligne  donnée  quelconque  entre  fes  ordonnées,  & déter- 
miner enfuite  les  rapports  des  autres  lignes  a celle-la,  & 
les  exprimer  par  des  nombres.  Nous  fuppoferons  a l’or- 
dinaire, que  l’ordonnée  AB,  ou  commencent  les  abfcif- 
fes, 0,  AP,  A £)  8cc.  & dont  le  logarithme  eft  zéro, 
j-eprefente  l’unité,  8c  que  toutes  les  autres  ordonnées  , 
comme  PM,  QR,  8cc.  pouront  etre  exprimées , par  des 
nombres,  qui  marquent  leurs  rapports  a l’ordonnée  AB. 
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2.0  Si  par  un  point  quelconque  M de  la  loga- 
rithmique on  tire  une  tangente  MT,  qui  rencontre  l’axe 
ou  la  ligne  des  abfciffes  au  point  T,  je  dis  que  la  fou- 
tangente  PT  fera  confiante,  en  forte  que  fi  l’on  mène 
par  un  autre  point  R de  la  courbe  une  autre  tangente 
RT1,  les  deux  foutangentes  PT  & jjJT7  feront  égalés. 
Car  fuppofant  que  l’ ordonnée  P M foit  a là  voifme  P'  M> 
comme  l’ordonnée  J^R  a £PR',  & que  par  confequcnt 
les  abfciffes  correfpondantes  foient  en  proportion  arithmé- 
tique , ou  que  leurs  différences  PP1  Sc  foient  éga- 

lés ; faifons  AP~x,  PM=y,  P P1 =d  x — £)JjF, 
M' N—dy,  QR  — u,  SR'=du ; nous  aurons  la  pro- 
portion géométrique  y.y-*-dy::u:u—^duT  & par  la 

fouflraétion  des  amecedens  y:dv::u:du,  & 

A y du 

mais  la  foutangente  PT > & QT  Art.  x.). 


Donc  en  fubflituant  — au  lieu  de  fon  égalé 

d y 


on 


aura  ^T‘=PT.  C.Q^F.U. 

3.0  Sr  l’on  defigne  para  la  foutangente  PT,  on 
aura  pour  1’  équation  différentielle  a la  logarithmique 


yd* 


yd*  à*  dy  0 . x - dy 

— ~n,  on  =— , oc  en  intégrant  -=  S.  — , 

Puis  donc  que  x efl  le  logarithme  de  y,  pris  dans  la 
logarithmique  dont  la  foutangente  efl  a,  on  a ce 


Théo* 
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THEOREME  GENERAL. 

L'  intégrale  -S-. -'LL,  ou  C intégrale  d une  fraêlion  -LL 

/ y 

dont  le  numérateur  d y cjl  la  différentielle  du  dénomina- 
teur y y cfi  le  logarithme  x du  dénominateur  divifè  par 
la  foutangente  a de  la  logarithmique  ou  f on  prend  ce  lo- 
garithme . 

4. 0 Par  les  mêmes  raifons,  fi  on  fuppofe  que  * eft 
le  logarithme  d’une  ordonnée  quelconque  u , dans  une 
autre  logarithmique  dont  la  foutangente  (bit  b ; on 

aura  ~ — & fi  l’on  fuppofe  de  plus  que  les  or- 

données y & u prifes  dans  les  deux  logarithmiques  dont  les 
foutangentes  font  a 8c  b,  foient  les  mêmes  , ou  quelles 
foient  exprimées  par  le  même  nombre,  en  faifant  u—yy 

on  aura  ~ = S.  —■  = ~ par  confequent  ast  — bx^  & 

x:z::a:  b.  Ce  qui  donne  cet  autre 
THEOREME. 

Les  logarithmes  <f  un  même  nombre  pris  dans  deux 
logarithmiques  differentes  font  entreux  comme  les  foutan- 
gentes de  ces  logarithmiques . 

Nous  defignerons  dans  la  fuite  le  logarithme  d’ une 
quantité  ou  d’ un  nombre  quelconque  y par  la  lettre, 
L,  placée  devant  ce  nombre;  ainfi  Ly  fignifiera  le  lo- 
garithme de  /. 


E 
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5.0  Si  on  prend  le»  logarithmes  dans  une  logarithmi- 
que dont  la  foutangentc  eft  l’unité,  on  aura  toujours 
Ly=.S.  JLL. , c’cft  adiré  que  l'intégrale  S.—  d’ une 

fraélion  dont  le  numérateur  eft  la  différentielle  du  dé- 
nominateur, eft  toujours  égalé  au  logarithme  du  déno- 
minateur, en  prenant  ce  logarithme  dans  la  logarithmi- 
que dont  la  foutangentc  eft  l’unité.  On  a coutume  de 
nommer  ces  logarithmes  hyperboliques , pour  les  diftin- 
guer  des  logarithmes  ordinaires  dont  la  foutangente  n’eft 
point  l’unité,  mais  la  frafftion  décimale  0.43429448. 
Car  dans  les  tables  ordinaires  le  logarithme  de  l’ unité 
eft  o,  & celui  de  10  eft  ij  mais  dans  les  logarithmes 
hyperboliques  le  logarithme  de  l’unité  efto,  & le  loga- 
rithme de  10  eft  2.30258509,  que  nous  defignerons 
par  N.  Donc  le  logarithme  hyperbolique  de  10,  ou  IV, 
eit  au  logarithme  ordinaire  du  même  nombre  10  , qui 
eft  1 , comme  la  foutangente  de  la  logarithmique 
hyperbolique  eft  a la  foutangente  de  la  logarithmique 
des  tables,  que  nous  appellerons  M\  par  ou  l’on  trou- 
ve cette  foutangente  M=  ~ = o.  43429448. 

6. 0 Cela  pofé  on  peut  toujours  trouver  par  le  moyen 
des  tables  ordinaires  le  logarithme  hyperbolique  d’ un 
nombre  donné,  que  nous  appellerons  B.  on  n’a  qu’a 
chercher  dans  ces  tables  le  logarithme  A du  nombre 
donné  B , & en  fuite  le  multiplier  par  N ou  par 
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2.3025850^  pour  avoir  le  produit  AN , qui  fera  le  lo- 
garithme hyperbolique  de  B:  puifque  la  foutangente  M 
de  la  logarithmique  des  tables  eft  a la  foutangente  1 
de  la  logarithmique  hyperbolique,  comme  A logarithme 
de  B pris  dans  les  tables  eft  au  logarithme  hyperboli- 

que  de  B , qui  fera  par  confequent  - = AN,  a caufe 
de  M—  On  peut  aulft  par  la  même  proportion  trou- 
ver dans  les  tables  le  nombre  B qui  répond  a fon 
logarithme  hyperbolique  donné:  car  que  C foit  le  lo- 
garithme hyperbolique  du  nombre  cherché  5;  on  aura  la 
proportion  1:  M::C:  A,  logarithme  de  B pris  dans 
les  tables,  qui  fera  par  confequent  MC,  qu’orv  cher- 
chera dans  les  tables,  & a coté  de  ce  logarithme  MC 
fe  trouvera  le  nombre  B. 

7.0  Aurefle  il  eft  facile  de  démontrer  que,  fi  dans  T 
hyperbole  equilatere  ECMM1  (fig.  6.) , rapportée  aux  afym- 
ptotes  AD  & AP , on  fuppofc  AB  = BC=  1,  1’ ab- 
fciife  AP=-xy  l’ordonnée  P M= /,  l’equation  xy  =■  1 

& parconfcquent/  = ~ , on  aura  ydx—~  , & 1’  aire 

CBPM=S.ydx—lx , en  prenant  ce  logarithme  de 
x dans  la  logarithmique  dont  la  foutangente  eft  F unité, 
par  ou  l’on  voit  que  l’invention  des  logarithmes  dépend 
de  la  quadrature  de  1’  hyperbole. 
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XXXIII. 


À* 

a-+cM 


THEOREME . L’ intégrale  de  la  différentielle 
eft  L ^ — — +■ * ^ ^ ■“  L l’intégrale  de  la 

différentielle  eft  — L.  ^ -7—^;  & celle  de  la 

différentielle, —•7777  , ou  de  eft  -L^  f J* 

en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques. 

Démonstration,  j.°  En  fupofant  ~ -+•#  = * , 

JL  d x LJ  z 

on  aura  & ^1—— = Or  1 In* 


«-t-fjr  " 


Ljz 

tégrale  de- — eft  i i.*(Arr.  xxvi.&  xvn.)  donc  l’in- 


~ J z 

tésrale  de  la  différentielle- — ou  de 


i* 


eft  - . JL 


— -+x 

C 


2.°  Deméme  en  fuppofant  ~ — x = z,  on  aura  dx=z 
- dx 

— dz , & — — =- = — ■ Or  f intégrale  de 

’ • — f X t (Z  0 

7—* 
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-7-T'«-T  *«=-7  ' L Cf  —)=-7  ■ 1 

^ Ær*l  ^ (Art.  xxxii.  xxxiii.)  donc  &c. 

3.0  Puifque  l’intégrale  de  eft  y 


par  le  premier  cas,  celle  de 


doit  être  — ~ jL, 


C.QF.D. 


XXXIV. 


Corollaire.  On  peut  tirér  des  deux  articles  pre- 
cedents les  principes  du  Calcul  exponentiel  qui  fait  une 
partie  importante  du  calcul  intégral. 

On  appelle  quantités  exponentielles,  celles  qui  font 
elevées  a une  puiflànce  dont  1’  expofant  eft  variable  : 

telles  font  les  quantités  /,  a y*-,  / — y” • Ce  calcul  fe 
réduit  aux  logarithmes;  car  fi  les  quantités  font  égalés, 
leurs  logarithmes  doivent  etre  égaux;  ainfi  /étant  fup- 

pofé  = b* y on  aura  L.  a — L.  . 

Or  par  la  nature  des  logarithmes  * h. a— y £,.  b. 

X y" 

de  môme  f équation  à z=zb  qui  contient  des  doubles 
expofans  indéterminés,  fe  réduit  premièrement  a xz  L. 

a-=zyuL,b.  & cette  derniere  a celle<y , »I«.  «-t-L.L.4 
= uL.y-+L.L>b. 
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On  pourri  au  contraire  réduire  une  équation  loga- 
rithmique a une  équation  exponentielle.  Ainfi  xL.x=z 

Lu,  fe  réduit  a xx  — u,  cette  operation  s’appelle  repaffér 
des  logarithmes  aux  nombres,  demême  fi  on  a 1’  équa- 
tion L.y=x , dans  la  fuppofition  de  1 = L.c,  c’eft  adiré 
fi,  c eft  le  nombre  dont  le  logarithme  eft  1’  unité,  on 

aura  L.  y— xL.c;  d’ou  l’on/  = r*qui  eft  l’equation  a 

j y 

la  logarithmique.  (Lem. prec.)  dans  le  quelle  - = dx  , 
8c  L/  — xL.c. 

On  voit  donc  que  pour  différenciér  les  quantités 
exponentielles,  il  fuftit  de  multiplier  la  quantité  même 
par  la  différence  de  fon  logarithme.  Ainfi  la  différence 

de  r*  = c*  dxL.c.  Ce  qui  eft  évident  par  la  fubftitution, 
en  faifant  c*  — z,  on  aura  x L.  c — L.z,8c  dx L.  c — 
^ , donc  dz—zdxL.c  — fdxLe.  Il  peut  arrivér  que 

l’ expofant  d’ une  quantité  exponentielle  foit  affecté  d’ un 
logarithme,  mais  l’operation  n’en  fera  pas  plus  diffici- 
le en  fuppofant  que  l’expreffion  logarithmique  foit  éga- 
lé a un  fimple  expofant  indéterminé. 

Puifque  le  calcul  intégral  eft  l’ inverfe  du  calcul 
différentiel,  il  eft  évident  qu’on  aura  1’  intégrale  d’ une 
différentielle  exponentielle  en  divifant  cette  quantité  mê- 
me par  la  différence  de  fon  logarithme.  Ainfi  l’ inté- 
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3? 

grale  de  xy  dy  L.  x-t-x^'yd  x eft  xy;  comme  il  eft  aifé 
de  s en  affurér  en  différentiant  de  nouveau . Or  la  diffé- 
rence du  logarithme  de  xy  eft  </yL.#-^^i,&divifant 

X 

xy dy  L.x-\-xy  ly  d x=zxy  dy  Lx-bx,ytl  par,  dyLx-+- 
y-J->  on  aura  au  quotient  xy.  Il  fera  quelquefois  plus 
commode  d’ employer  les  fubftitutions.  Aiufi  dans  l’exem- 
ple precedent,  fi  on  fait  xy—z,  on  aura  yL,x~L.z 
& en  différenciant,  y--\- dyL,x  & en  fubftituant 

y I » *y y dx 

x dy L.x—i - — =dz , dont  l’ intégrale z—xy. Il fuffit 

d’ avoir  fait  cette  remarque  qui  nous  fervira  de  principe, 
lorlque  nous  ferons  dans  la  fuite  ufage  de  ce  calcul. 


XXXV. 


Theoreme.  L’intégrale  de  la  différentielle  xmdx 

xm’*1 

eft  quelque  nombre  que  foit  1’  expofant  m;  exce. 

ptè  le  cas  de  m=. — i ou  de  x~ldx,  dont  l’intégrale 
eft  L.  x,  ou  le  logarithme  hyperbolique  de  x. 


Démonstration 


m , 

m — *- 1 . x d x 


m j 

~x  dx 


m -+■! 

La  différentielle  de  ? eft 

«41 

( Art.  xxv.  ) donc  - eft 

V t-hl 


m-i -I 
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1’  intégrale  de  xm  dx  ( Art.  IV.  ) C.  F.  D. 

Il  faut  en  excepter  le  cas  de  m= — i , ou  de  x~  'dx 
dcuit  l’intégrale  eft  L.  x ( Art.  xxvi.) 

XXXVI. 

Corollaire,  i.  Donc  on  trouve  l’ intégrale  de  la 
différentielle  xm  d x en  otant  d x , pour  avoir  en  ajou- 
tant l’unité  a l’expofint  m pour  avoir & en  divi- 

m-4-  x 

. . X 

fant  * par  »»-+•!  pour  avoir  . 

Si  a eft  une  confiante,  l’intégrale  de  axmdx  fera 

m-M 

— (Art.  xvil.) 

Ut -ht 

XXXVII. 

Corollaire.  2.  On  trouve  par  la  même  formu- 
le 1’  intégrale  d’ une  différentielle  complexe  , comme  de 

a xm  dx — b y”  dy  — +*  r z ' dm— t-  &c.  pourvu  que  cha- 
que terme  ne  referme  q’une  feule  variable  : il  n’ya  pour 
cela  qu’a  prendre  l’intégrale  de  chaque  terme  fuivant  Li 
formule;  Car  la  fomme  de  toutes  ces  intégrales  fera 
X intégrale  de  la  différentielle  complexe  (Art.  xvm.) 

nxm~¥l  b y*'*' 

ainft  K h ri.  ss  fera  l’ intégrale  de  la  dif- 

1B-+.  1 w-n  0 

férentielle  propofée. 

XXXVIII. 
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XXXVIII. 

Corollaire.  3.  On  trouve  encore  par  la  mê- 
me formule  1’  intégrale  de  la  différentielle  ax'  dx. 

(bz^v^— \-cy  — h&c.)5,  dans  la  quelle  /*,  b,c  font  des 
confiantes,  z,v,y8cc.  des  polynômes  quelconques  com- 
me A — *-  B x"  -+-  C xr  — 1-  &c. , dans  les  quels  il  n’y  a 
d’autre  variable  que  * 8c  Ces  pui fiances , avec  les  expo- 
fans  quelconques  m , »,  r;  pourvu  que  les  expofàns 
A,  ju,  v,  p foient  des  nombres  entiers  8c  pofitifs;  car  il 
efl  évident  qu’avec  ces  conditions  on  pourra  developpér 

toutes  les  puiffances  t/*,  y 8c c.  8c  en  fuite  la  puif- 
lânce  (bz^if1  — +■  cy  -4-  &c.  )p  8c  qu’en  multipliant  cha- 
que terme  par  axmdx , on  aura  une  fuite  dont  tous  les 
termes  feront  chacun  intégrables  par  la  formule  du 
Theoreme,  comme  dans  le  Corollaire  2. 

XXXIX. 

Corollaire.  4.  La  différentielle  zn,vndx  efl  in- 
tégrable par  la  même  formule  , quelles  que  foient  les 
variables  * , v , * , 8c  les  expofàns  m , » ; lorfque  fon  faéleur 

différentiel  v”  d x efl  a la  différentielle  zp  dz  en  raifon 

donnée , quelque  foit  T expofànt  p de  v : car  en  fnppo- 

F 
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b z?  d z , 


fânt  a:  b::  X dz\  \"dxy  on  aura  \”dx— — par 

\ 

b ~*~rn  ^ ^ 

confequent  — dont  l’intégrale  eft 


b 7. 


p-+m-¥  i 


M) 


XL. 


Theoreme.  L'intégrale  de  la  différentielle*/* 


b 

\WI-4-X 


m (a—t-bx)" 

( a-*-bx  ) eft  — — j quelque  foi t F expofont  «IJ 


excepté  le  cas  de  /«= — i.  ou  de  — *---  dont  l’intégra- 

a-+bt  ° 


le  eft  ~ . L (a-+bx). 


Démonstration  . Suppofons  a-bbx=.zy  par 


d z 


confequent  bd x=dzy  dx=z-~  & d x (a-t-bx  )m — 


zm  dz.  ^ „ . , , , zmd z „ z 


nt-t-T 


Or  l’intégrale  de 


eft 


— par  F Art. 


b ° b b(m 

XXXV.  Donc  puifque  z’”-*’1  = (*— *-£  x)m~h‘  F intégrale 

de  la  différentielle  dx  ( a — \-bx)m  fera  — bm-*b — 

C.  Q F.  D. 
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Lorfque  m— — 1,  on  démontré  (par l'Art,  xxvi.) 

• J t 

que  l’ intégrale  de  la  différentielle  — eft  - L. 

v a-+i>  x.  y 


X L I. 

Theoreme.  Toute  différentielle  d'une  feule  va- 
riable peut  être  intégrée  par  la  quadrature  fuppofée  d’ une 
courbe , dont  on  aura  l’ équation . 

Démonstration.  Soir  Xdx  une  différentielle 
quelconque  d’une  feule  variable  x,  en  forte  que  X foit 
une  quantité  composée  comme  on  voudra  de  x 8c  de 
confiantes.  Faites  Xdx—ydx,  ou,  X=zyr  & vous 
aurés  S.  Xdx  — S. y d x ; or  S.yd x eft  l'aire  d’ une  courbe 
dont  l' abfciffe  eft  x & T ordonnée  perpendiculaire  y , ou  X 
( Art.  vin.  ) , & dont  ï équation  eft  X =y  donc  &c. 
C.  F.  D. 
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TABLE  DES  FORMULES  FONDAMENTALES. 

DIFrf.RE'NTlEUiS 

INTEGRALES. 

( aire  d’une  courbe  quelconque  dont  l’ ablciflé  eft  x. 

* i 1’  ordonnée  perpendiculaire  y. 

d xx-*-dyl  ' • • 

arc  d'une  courbe , ablciflé  x , ordonnée  perpendiculaire/. 

dx 

fx  ou  x-*-c  , c confiante  arbitraire,  ou  déterminée 

l par  les  circoflances  . 

adx 

• dX 

àa 

AT 

a 

a 

d x -+d  z-t-d  u -h  Ü~c. 

. . X-ÏZ-+M-+&C. 

zdx-t-xd  z 

• 

ZÜX—X  d ; 

X 

Z Z 

Z 

rrrrA  d X ...... 

a 

XX 

x 

ad  X 

a 

X X 

X 

xm  -*  1 

x dx  ou  — • • 
’ A x L . e . . . . 

CL.x  ou  logarithme  hyperbolique  de  x,  = >iL.x  en 
, i prenant  L.x  dans  les  tables  ordinaires  & le  mul- 
Ltipliant  par  »=:î.  5025850?. 

9 

xrdyL.x^-xy  > 

dx..x\ 

( a M ' d x * * 

(,»-«-£  x)  .dx  . . 

. / !- . L Ç-J-)  hyperb , ou  '-L.  (*— * ) dans  les  tables. 

rS.ydx,  aire  d’une  courbe  dont  l’ablciffe  eft  x 
. P ordonée  y , & l’ équation  X ~y  en  luppofant  X 

Lcompofee  de  x & de  confiantes* 
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Remarque.  Nous  avons  établi  dans  ce  premier  cha- 
pitre les  principes  generaux  du  Calcul  différentiel  8c 
intégral,  qui  doivent  nous  fervir  de  fondement  dans  la 
fuite  de  ce  livre.  Quoique  1’  objet  de  cette  première 
partie  foit  l’intégration  des  différentielles  a une  varia- 
ble, nous  avons  cependant  donné  des  réglés  qui  appar- 
tiennent a des  équations  d’ une  ou  plufieurs  variables  . 
Tels  font  par  exemple,  les  Articles  xxvii,,  xxvm.  , 
xxix.,  xxx.,  xxxi.  dans  lesquels  nous  avons  enfeigné 
a intégrer  les  équations  de  cette  forme  Ad  x—^Bdy  -+■ 
Cdzk c.;  mais  nous  avons  traitté  ces  équations  comme 
fi  elles  ne  renfermoient  q’une  feule  variable;  il  ne  fera 
pas  hors  de  propos  d’expliquér  çette  méthode  un  peu 
plus  au  long,  ce  qui  deviendra  plus  aifé  d’après  les  prin- 
cipes precedents. 


Si  on  a 


dA dB 

d y dx  ’ 


on  a toujours  une  fonflion  des 


deux  variables  x 8c,  /,  la  quelle  étant  différenciée  don- 
ne Adx-\-Bdy  (Art.  cités).  Soit  F cette  fonélion  8c  par 
confequent  dF~Adx-\-Bdy\  il  eft  évident  que  Adx 
fera  la  différentielle  de  F,  fi  on  confidcre  la  feule  x 
comme  variable,  8c  Bdy  en  fera  la  différentielle,  fi  on 
confidere  au  contraire , comme  variable  la  feule  y . 
Donc  on  trouvera,  F,  fi  on  intégré  Adx  en  regardant 
y comme  confiante , ou  fi  on  intègre  B d y en  confide- 
rant  x,  comme  confiante.  On  voit  donc  que  toute  cette 
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operation  fe  réduit  a l’ intégration  d’ une  formule  diffé- 
rentielle qui  ne  renfermerait  q'une  variable.  Il  efl  clair 
par  ce  que  nous  venons  de  dire  qu’on  peut  trouver  le 
valeur  de  F,  de  deux  maniérés,  i.°  en  regardant  une 
fonflion  quelconque  de/,  comme  confiante.  z.°  En 
confiderant  comme  confiante  une  fonflion  de  x . On  aura 
dans  l’un  8c  1’  autre  cas  F=S.Adx-+-Fy  8c  F=S. 
Bd  y- 4-X,  confiderant  /*,  comme  une  fonflion  de  /, 
qui  ne  renferme  point  de  x,  & par  confequent  comme 
confiante,  & au  contraire  X efl  une  fonflion  dex,  qui 
ne  contient  point  de  /.  Or  on  déterminera  aifement  la 
fonflion  T de  /,  8c  la  fonflion  X de  x,  par  la  compa- 
raifon  des  équations  S.Adx-+r—S.Bdy-+X,  8c  F 
étant  l’intégrale  de  l’ équation  Adx-*-3dyt  il  e!l  évi- 
dent, aiant  fait  l’intégrale  de  l’cquaticn^x— t-B d y — o , 
que  F y fera  confiante  8c  qu’on  pourra  la  déterminer. 
Soit  par  exemple  l’equation  différentielle  zaxydx—h 

axxdy — y$dx — 3 xyy  dy=o,  comparant  cette  équation 

avec  la  forme  Adx— *-Bdyy  on  aura  A—i  axy — p , 8c 
B— a xx — 3 xyyy  8c  on  trouve  dans  les  fuppofitions  re- 

quifes  ■~=^=  zax — 3 yy.  Donc  en  prenant,/, 

comme  confiante,  on  aura  S.Adx=axxy — y*  x— 
en  prenant  de  rechef  la  différentielle  en  fuppofant  x 
confiante,  on  aura axxdy — 3 yy xd y-\-df=.Bdy ^8c  eu 
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fubflituant  a la  place  de  B,  fa  valeur  axx — 3 xyy  y 
nous  trouverons  & par  confequenr  ï~=oy  ou 

confiante;  ainfi  la  différentielle  propofée  a pour  intégra- 
le n xx y — ys  x.  D’ ou  l’on  voit  que  pour  déterminer  les 
fonctions,  X,  f qu’on  introduit  a la  place  des  confian- 
tes, il  n’ efl  pas  neceffaire  de  faire  deux  intégrations. 
Quand  on  a intégré  une  partie  comme  Adx  en  confi- 
derant,  y , comme  confiante,  fi  on  fuppofe  l’intégrale 
=4>_,  on  aura  F=  ♦-/*,  & en  différentiant  Q— H F 
dans  la  fuppofition  de,  x,  confiante,  on  aura  la  diffé- 
rentielle Bd  y]  donc  en  comparant  les  deux  différentiel- 
les, on  aura  la  valeur  de  F,  & l’intégrale  f-F. 

Nous  avons  fait  voir  que  ces  fortes  d’équations  fe 
ramènent  a celles  qui  u’ont  q’une  variable;  mais  elles 
ne  font  pas  pour  cela  toujours  intégrables  abfolument , 
elles  ne  font  très  fouvent  que  conflruflibles  par  les  qua- 
dratures des  courbes  ; tel  efl  l’ exemple  fuivant  que  nous 
refoudrons  aisément  par  cette  méthode  & qui  auroit  pû 
etre  difficile  par  d’autres  voies. 

Soit  proposée  a iotegrér  l’equation 


**  »'  * \*  «'  „•  J 


( y,=,; Donc ! 


V- 
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g — Ty~ ^ * * ~*y.y  . Donc  (en  fuppofant  m confiante) 

11 — 22-*.^  **~*y  * i , 11.—  8c  (en  fuppofant/ con- 
dy  J •'  » V xx-+ty 


.JB  „ x 

liante)  -77=— — » ; — r • D ou 

* * *’  * xx\J  **-+>> 

„ ...  , -r  „ J-J  JB  IJ> 

1 on  déduit  en  reduifant  -+■  . 

^ fl*  »*  x'yjxx*,. 

Donc  l’intégration  ou  la  conflruflion  efl  pofïible. 

Cela  posé  S . A d k (/  fupposée  confiante)  = J..x-— 

— — h v S **-*-yy.  Or,  fuppofant  tojours  y con* 

XXX  ' _» 


liante  , S . ~ ^ * * ** ” =— 


r L. 


Donc  S.  Ad x=L.x — 22 — ,22LjL122— 

2 X X 2 X X 

xx-+j),-+  y 

-4-  ~L . ^ * *~*yr  *-  -¥Ï  Différentiant  maintenant  cette 

yf  xx-*-yy-+y 

intégrale,  en  fuppofant  * confiante,  on  aura  — 2£L  — 
dySfxTTÏy  yyiy  Jy 


— \~d  ï~- — Bd  y — 


ï**y  **-+yy  *V  **"*■/ y 


yiy  ày\f  xx-+yy  w „ , , . , . 

; ET  ou  1 on  déduira  en  redui- 

XX  xx  7 
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-yydt  — xxdy  , „ —yydy—xxdy 

fant  — - -\-dT— . ;Donc  dT—o, 

i**V  **■+**  ixx\**-yy 

donc  T—o,  ou  une  confiante.  Donc  l’intégrale  de  la 

yy  **-+yy 

différentielle  proposée  eft  L . x — — — — — h 


i T V**-*yy—y 

*“  JLj  • 

4 


.-o,  ou  une  confiante;  fi  l’on  diffé- 

V **-+yy-+y 

rende  cette  intégrale , on  retrouvera  la  différentielle  pro- 
posée. 

Il  arrive  très  fouvent  que  l’equation  différentielle 


d B 


Adx-+Bdy , ne  donne  point  l’égalité  =^_- 


dans  lequel  cas  l’equation  Adx-y-Bdy  n’eft  pas  inté- 
grable. Il  s’agit  donc  dans  ces  cas  de  trouvér  un  fac- 
teur par  lequel  multipliant  Adx—^Bdy , elle  devienne 
intégrable.  Soit  ce  fadeur  = M,  il  faut  que  MAdx 
-y- MB  d y foit  la  différentielle  de  quelque  fondion  de*, 
de  y y 8c  de  quelque  confiante  ; donc  (par  l’Art,  xxvm.) 
la  différence  de  MA,  y variant,  eft  la  même  que  celle 

. , _ ..  d.MA  d. MB 

de  MB,  x variant,  c eft  a dire  — — = ou  bien 

’ ’ dy  ax 


MiA  AdM  Md  B B d M r , , , 

1 — = o:  il  faudra  donc  par  la 

dy  dy  dx  dx  r 

méthode  precedente  confiderer  y comme  confiante  8c 
cherchér  dans  cette  fuppofition  1*  intégrale  S.  MA  d x 
a laquelle  ajoutant  une  fondion  T de  y & en  différen- 


G 
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ciant  de  nouveau  S.MAdx , confiderant  x comrAe 
coudante,  on  trouve  & alors  on  aura  l’intégra- 

le comme  dans  le  i.er  cas. 

Toute  la  difficulté  confide  a trouver  la  forme  ge- 
nerale de  la  fonélion  M,  telle  qu’on  puiffe  , par  la  mé- 
thode des  indéterminées  réduire  l’equation  a etre  celle 
qui  fatisfalfe  a la  condition  d’ intégrabilité,  c’ed  adiré  , 
qui  rende  égalés  les  deux  intégrales , S.MAdx,  S.MBdy , 
la  i.re  en  fuppofimt  y coudante,  la  fécondé  en  fup- 
pofant  x coudante.  Nous  expliquerons  cette  méthode 
dans  la  fuite  ; les  cas  particuliers  donnent  fouvent  des 
moïens  très  fimples  de  trouver  la  fonétion  qui  convient 
pour  refoudre  l’equation;  mais  il  fuffit  davoir  démon- 
tré le  thsoreme  fondamental  . Nous  nous  contenterons 
d’ obfervér  que  fi  on  a trouvé  un  faéteur  M,  qui  ren- 
de la  formule  Adx-bBdy  intégrable,  on  pourra  trou- 
ver une  infinité  d’ autres  fréteurs  qui  la  rendront  pa- 
reillement intégrable . Car  foit  * 1’  intégrale  de  M 
( Adx—^Bdy).  Ou  dz~M  (Ad «— h Bd  y),  & foit 
de  plus  Z une  fonétion  quelconque  de  * , la  différen- 
tielle Z dz  — MZ  (Adx-^-Bdy)  fera  auffi  intégrable. 
Donc  ayant  trouvé  un  faéteur  quelconque  M,  qui  ren- 
de intégrable  la  formule  Ad x-+Bdy  on  pourra  trou- 
vér  une  infinité  d’autres  fréteurs  MZ,  qui  rempliront 
les  mêmes  conditions , en  prenant  pour  Z , une  fonétion 
quelconque  de  l’intégrale  S.  M (Ad x— v- B dy  ).  Nous 
nous  contenterons  d"  en  donner  un  exemple. 
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5* 

Soit  l’ équation  différentielle  a xm~l yn  dx-\-b *"yK~ldyy 
dans  la  quelle  nous  chercherons  les  faveurs  qui  la  ren- 
dent intégrable,  on  voit  qu’un  de  ces  fa&eurs  eft 

— — ; qui  fatisfait  a la  première  condition , ce  qui 
*"/ 

donne  dx—"——*-  8c  en  intégrants  —aL.x—\-b  L.y 

=.L.x“  yb (xxxiv.)  maintenant  foitZ une  fonélion quelcon- 
que de  * yb  les  faveurs  feront  renfermés  dans  cette 
exprefiion  generale  -^-7  =-^7  X * yb  • Si  au  lieu 

x y X y 

de  cette  fonftion  on  prenoit  une  puiffauce  quelcon- 
que *' y** -,  on  aurait  une  infinité  d’  autres  faéleurs 

mt  i s 

* m — x"  r~m yb  ’~n . Mais  cela  fuffit  fur  cette  matie- 

* y 

re  que  nous  reprendrons  fort  au  long,  lors  que  nous 
tramerons  des  équations  a plufieurs  variables  ; nous 
allons  confiderér  dans  le  Chapitre  fuivant  quelques  équa- 
tions différentielles  qui  nous  feront  dans  la  fuite  d’ une 
grande  utilité. 


5* 
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CHAPITRE  IIa 

Des  cas  les  plus  [impies  dans  lesquels  on  trouve 
abjolumenf , ou  par  les  tables  des  logarithmes 
(y  des  [mus  F intégrale  de  la  différentielle 
7* d x[a-i-b  — t-c  7. />)  • 

XLII. 


Lmme  Si  on  fuppofc  zp  — x la  différentielle  pro- 


?-*■«  i 

posée  fe  réduira  a celle-ci  ~ x P d x (a-+bx-+cx  )=  — 
*dx(a-ïbx- k*Ten  faiûnt^ — 1=».  Carfi»P  = *, 

. JL— * 1 

7 *P  i , i P , ? P . 

on  aura*=#  ,z  = * ,0*=“*  a x>  * — * > 


X*  z^z~x  P dx^  8c  z dz  {a—¥hz  — hr»  ) =£ 

LH_i 

^ * f dx( a—)rb x—H: #* ) =~  x” dx( a—hb x—hcx *)"• 

Et  comme  — eft  une  confiante,  il  fuffira  de  cherchét 

l’intégrale  de  la  différentielle  x dx  {a-*-b  x-*-cx  ) • 
{Art.  xvil.) 
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XLIII. 

Lemme.  Il  faut  diflinguer  quatre  cas  dans  la  dif- 
férentielle xn  dx(a-r-bx— kV)”.  Le  i.*r  Lorfque  c—oy 
ou  que  la  différentielle  efl  x”d x(a—hbx)m  . Le  2 .*  cas 
lorfque  £ = o,ouque  la  différentielle  efl  x"  d x (a ~^cx1)m. 
Le  3.*  cas  lorfque  a—o , & la  différentielle  x d » 

(£  Le  4.'  cas  lorfqu’  aucune  des  confiantes 

a,  by  c n’ell  égalé  a 0;  Nous  ne  parlons  pas  d’ un  cin- 
quième cas , dans  le  quel  deux  des  trois  confiantes 
a,  b y c font  fupposées  égalés  a 0,  par  ce  qu’ alors  la  dif- 
férentielle propofée  prend  la  forme  de  celle  qu’on  intè- 
gre toujours  abfolument,  ou  par  les  logarithmes  ( par 
l’Art,  xl.  ).  Nous  omctrons  auffi  le  cas,  ou  l’expofant 
m efl  un  nombre  entier  pofitif,  parceque  dans  ce  cas 
on  trouve  auffi  l’ intégrale  de  la  différentielle  par  l’ Arti- 
cle XL. 

XL  IV. 

Lemme.  Pour  préparer  a T ufage  des  tables 
des  Jinus  dans  le  calcul  /migrai. 

1.0  On  fcait  que  tous  les  cercles  étant  femblables, 
leurs  lignes  homologues  , droites  ou  courbes , comme 
les  arcs  d’ un  même  nombre  de  degrés  & minutes , & 
leurs  finus,  cofinus,  tangentes,  fecantes  &c.  fout  en  mê- 
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me  raifon  que  les  raions  de  ces  cercles;  de  forte  que  fi 
on  nomme  R le  finus  total  ou  le  rayon  du  cercle  des 
tables,  qui  eft  ordinairement  iooooooooooo.  r le  rayon 
d’ un  cercle  quelconque , X & x les  lignes  homologues 
prifes  dans  ces  deux  cercles;  on  aura  cette  proportion 

R:r::  X:  x , d’ou  l’on  tire  = & X= 

R 

R x 

Par  confequcnt  fi  on  connoit  x dans  le  Cercle  dont 

le  rayon  eft  r,  on  trouvera  là  valeur  dans  les  tables  ou 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  R;  & fi  on  connoit  X 
par  les  tables,  on  trouvera  la  valeur  de  x prife  dans 
le  cercle  dont  le  rayon  eft  r.  Par  exemple  fi  x eft  le 
finus  d’  un  arc  d’ un  nombre  de  degrez  exprimé  par 
N.  °8c  qu’on  connoifle  ce  finus  pris  dans  le  cercle  dont 
le  raion  eft  r,  on  trouvera  le  nombre  N.® en  cherchant 

dans  les  tables  un  finus  = — , qui  fera  le  finus  X y 

a coté  du  quel  on  trouvera  le  nombre  des  degrés  & 
minutes  N.® 

2.°  Si  on  a befoin  de  trouver  dans  le  cercle  dont 
le  rayon  eft  r,  la  longueur  d’ un  arc  S1  d’ un  nombre 
donné  de  degrés  N.®;  on  cherchera  d’ abord  la  circon- 
férence c de  ce  cercle  par  une  des  raiforts  trouvées  en- 
tre le  rayon  & la  circonférence  du  cercle  en  general  , 
comine  par  la  raifon  de  113.  a 355*,  ou  par  une  autre 
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raifon  encore  plus  exafle;  & on  fera  enfui  te  cette  pro- 

. O XT  O 

portion  3<Jo  :N.  ::  c : j= . 

j6o° 

3.0  Si  on  fuppofe  que  le  rayon  r = i;  aulieu  de 
la  proportion  R : r : : X : x , on  aura  celle-ci  R:  1 : : X : x , 
d ou  l’on  tire  l’equation  X=.Rx,  & en  fubftituant  la 
valeur  de  R prife  daus  les  tables  des  finus,  qui  eft  or- 
dinairement 10000000000., on  aura  X=  10000000000  x, 

& x = =0.000000000  i.X:  & fi  on  fuppofe 

10000039000 

que  le  rayon  des  tables  eft  t ou  1.  0000000000,  on 
aura  x~  X. 

4. 0 Si  on  nomme  u l’ angle  dont  la  mefure  eft  l’arc 

♦ 5* 

s pris  dans  le  cercle  au  rayon  r,  on  aura  x=  -,rw=r 

&fi  le  rayon  r=i,  onaura«=r.  Venons  prefentement 

aux  différens  Cas  de  la  différentielle  x"  d x(a-\-bx  -Jrcx1)m. 

XLV. 

I.  Cas , x”  d x (a -¥b x )m . 
i.°  Lorfque  l’expofant  » = o,  ou  que  la  différentielle 

m 

devient  d x ( c—*-bx)  on  trouve  fon  intégrale  = -r— r s 

v ' b m-+b 

quelque  nombre  que  foit  l’expofant  m\  excepté  le  cas 
de  m = — x qui  donne  l’intégrale  £ L.  f j 
( Art.  XL.  ) 
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2.°  En  faifant  a-+bx—j>  on  aura  * = — a)y 

àx—\ dy,(a-*-bx)m=j>m,xn—j„  {y  — <»)”;&  la  dif- 
férentielle x dx  (a -+-£*)'”= — y- y” dy. (j — *)*;dont 

on  trouvera  l’intégrale  abfolument  ou  par  les  logarith- 
mes , quelque  nombre  que  foit  l’expofant  w,  pourvû 
que  » fbit  un  nombre  entier  pofitif  (Art.  xxxvm.). 

Donc  la  différentielle  x”dx(a  — h bx)m  eft  intégrable  abfo- 
lument ou  par  les  tables  des  logarithmes,  lorfque  l’un  des 
deux  expofans  n Sc  m eft  un  nombre  entier  pofitif,  ou 
o , quelque  foit  l’autre  expo  Cuit. 

X L VI. 

II.  Cas , #* d #(rf— 4-r #*  )”. 

l.°  On  réduit  ce  2.*  cas  au  premier  en  faifant  x2—zy 
.£  — * * 

d’ ou  l’on  tire  x—z 2 ydx=~  z 2 d z,  x” =z  x=z 

"JZl  «-t 

dzy  8zx”  d x (a—4-c  x ) =2  — z 2 dz  (a—^•cz')m^ 

2.°  Donc  la  différentielle  x>ldx(a— k-cx1')m  eft  inté- 
grable abfolument  ou  par  les  logarithmes , lorfque  des 

deux  expofans  »»,  & • 1’  un  eft  un  nombre  entier 

pofitif 
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pofitif  ou  zéro , & 1’  autre  un  nombre  quelconque 

( Art.  xlv.  ) Or  eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 

zéro,  lorfque  » eft  un  des  nombres  impairs  r,  3,  5, 
7,  5? , &c. 

3“  En  fuppofant  /*-4-rz=/,  ou  a— y-ex1  —y, 
& en  fubftituant  r au  lieu  de  by  &.  au  lieu  de  » 

dans  la  différentielle — - — r"  à y { y — * )"  on  trouve- 


ra  ‘ /'  (j — a)  * =T  a 1 dz  (a-+cz)m  — 

2f  » 

*n  dx(a-+cx')m. 

XLV  II. 

111.  Car.  x”  d x (bx-i-cxx)  . 

1 ? Ce  3/  Cas  fe  réduit  aufli  au  premier  en  ob- 

fervant  que  £ *— v-rx*=:*  (£-+-cx),  &(£*— t-r*1)  =*”' 

(b-+rx)  ; par  confequent  x K-x  ) =zx  dx 

(b— <rrx)m . D'ou  l'on  conclut,  comme  dans  1’  Article 
XLV.,  que  li  différentielle  propofée  eft  intégrable  abfo- 
lument  ou  par  les  logarithmes,  lorfque  1’  un  des  deux 
expofans  m , & m— 4-«,  eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 
zéro,  6c  l’autre  un  nombre  quelconque. 

H 


V 
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2 ° En  faifant  b-+cx=y  , & en  fubflituant  b au 
lieu  de  a,  eau  lieu  de  b , 8c  au  lieu  de  «dans  la 

différentielle  —y"  à y (y— a )"  , on  aura  nJ—  /" 

* 

dy  (y— b y-*”’  =»"  d*  (*  X-4-CX*)"*. 


XLVIII. 


IV.  Car.  x”  * («— t-£x— H-xx) 

Cette  différentielle,  lorfque  « = o,  peut  toujours 
fe  réduire  aux  cas  precedens,  quelque  foit  1 expofant  w, 

car  a-+b  x-*-  c x1  = c ^ -+  “+x  x^Scdx  (<j-+  b *-+■  c x1)”’ 


—cndx  (^l-+~-+xxy  lorfque  c eft  pofitif;  & dx 
(a-4-ix — c xx)m^=c  — **)  » Or  en  faifant 

_ b x b b b ^ i 

x — t 1 =2z,ou  x— H — = %,onax — % — — >«  # 

f 4CU  ic 


, i * i A 

=zdz.  XX-+-  =Î8Z ,X 

' e 4cr7 


bx  a a bb 

— — t — =ZZ— I > 

et  f 4cc 


un  % i a b x * \ W W 

& dx(a-¥bx—\-cxx)  =.  c dx  — H — — +-xx  J — c 

dz^ si-+- ^ qUj  une  différentielle  du 

fécond  cas  . On  réduit  de  la  même  maniéré  la 


différentielle  dx  (a-+bx — cxx)m  , ou  cmdx  X 
^ j-+-^ — xx'j™  au  fécond  cas,  en  faifant  xx y- 
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5 9 


-ü=22.  oux b—  — %\  d’on  l’on  tire  dx—dx.  xx— 

4 te  1 »« 


b X b b bt  a 

— * = xx y xx -=zxx- 

c 4 ce  c t 


bb 


a a b » 

■ — 1 H — 

4 ce  ce  ç 


a b b p m J f a . ^ 

— xx— h rxx,8cc  dx[ 1 xx  ) = 

' 4”  \ c f J 

cm d x(-—i — — 2«  différentiele  du  2.e  Cas.  Si 

\ c 4CC  / 

on  fuppofe  — x — x on  aura  d x — — dxy  Sec”  dx 

0-7 — y =-<*  '* 

Nous  allons  donc  établir  les  Theoremes  fondamen- 


taux pour  intégrer  la  différentielle  x”  d x^a-b-bx-t-cxx)’" 
dans  les  deux  prenjiers  Cas. 


XLIX. 


THEOREME.  S.  £L=-L-(a-¥bx)  — -J~L, 

t ^ 

(a-+bx)-tS .xdx(a-+bxy  =~-’  ( a-+bx)*——~- 

(a-b-bx)  ; S.  xd*-—=j£'  (a-4rbx)' ÿ. 

(*  -t-b*y 

r 

(a—i-bxy  * 


\ 
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On  trouve  ces  intégrales  en  ûifant  a— \-bx—y^  & 

en  fubfti  tuant  dans  la  différentielle  ~J~ ym  à y (y — a)*, 

) 

i au  lieu  de  »,  & — i,  ou  -+■  - , ou—  - au  lieu  de 

m.  8c  on  démontre  auffi  le  Theoreme  en  prenant  les 
différentielles  des  intégrales  propofées.  Par  exemple  la 

différentielle  ■~?r-  en  faifant  a~b-bx—y.8cn—i.8cm 
=— i dans  —y ym  dy{y — //)",  devient  ^ y “x  dy(j—a) 

dont  l’ intégrale  eft  '-y — ~ L. y = 

~(ii-¥bx) a-‘L(a— \-bx).  Et  fi 'on  prend  la  diffé- 

rentielle  de  cette  intégrale , on  trouve  quelle  eft  ~ • 

b j a bAx  A X xAx  __  xAx-+-bx4x  — a A X 

bx  a -t-  b X b b [a  -+  b x)  b(a  -*■  b x) 

xdx 
s -f  b x 


L. 

Corollaire.  On  trouve  de  la  même  maniéré  que 
S.  ~^  = ~ L (a-b-bt f),  51.  dM(a-+bK)%  = 
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(a— \-bx)~* , & y.  t — j*(  a-¥bx')  1 

(a-*-**)* 


LI. 


Si 


THEOREME  . I f S. 


J* 


= i.L  (^7) 


2?  u-a.-ÿ -> -s \ 


? s. 


d x 


x(a->-ùx)' 


-=i -1-  (=4^) 


a-*-!>x  1 


On  démontre  ce  Theorcme  comme  le  precedent,  en 
prenant  les  différentielles  de  part  & d’ autre  du  ligne 
= , & en  faifant  a—\-b xz=y.  Car.  i.°  la  différentielle 

en  failànt  a-±bx=y  & en  fubftituant  — 1 au 


Üt 


x(a-+6x) 

lieu  de  m & de  n dans  la  formule  - y"  d y (y — a)” 


fe  change  en  celleci  , Y * — , dont  l’ inté- 

a /O—')  j— « y ’ 

grale  cft  jL. (y—  «)  — ; £/  = j-  L (J71’)=  7 . L 
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I 

a.®  La  différentielle  — (a-hbxÿ  , en  fuppofant 

luudu  , , *adu 

/,-4 -bx=uu  fe  change  en  — — = 2 du -b  — — _ 


1(JU f Ju.-i  L-il  t dont  1T  intégrale  eft  zu-ba* 

«H- j * u—“  * 

t t 2 -j  1 

L(u — a *) — a ' L (u-\-a*)  = z^a-t-bx)'  -t-a*  L 


(,  ^ ^ ^ .V 

*— — - — J . Il  faut  que  — h a foît  une  quantité  po- 


1 -t-  i * * ~*~a  1 

fitive. 


3.»  La  différentielle  - 


die 


en  faifant  a-^bx—uw 


X (a  -*-»*)  4 


M 


. 1 1 d u 

devient  = 

u u— a 


>,  dont  1'  intégrale  eft 


«-t-* 


—7-  L.(u — a'  ) — — 7-  L L !> 


Z..^ — L.  J . cette  intégrale  fup- 

*-+<**  a*  a-t-bx  ' ~*-a 

pofe  auffi  que  a eft  une  grandeur  pofitive. 
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*3 


lii. 


THEOREME. 


a -+c  XX 


J 


s étant  F arc  d’ un  cer- 


cle dont  la  tangente  eft  x,  & le  rayon 


Démonstration.  Soit  (fig.  7.)  ABC  un  quart  de 

cercle  dont  le  centre  eft  C,  le  rayon  CA = 7,  F arc 

AM—  r,  la  tangente  AT— y t,  MM'=ds , TT'=d  x. 
En  fuppofant  TR  perpendiculaire  fur  CT',  les  trian- 
gles fembhbles  CMM'  8c  CT  R donnent  cette  propor- 
tion CT:  CM  ou  CA::  TR:  MM',  8c  les  triangles 
femblables  T1  RT  8c  CAT  celleci  CT:CA::TT>: 


T R donc  par  compofition  de  raifons  on  aura  C T1  : 
CA1  ::TT':MM'.  Or  C T*=-  — t-# x,CJÛ—  ~ ’ 

C ' C 


TT'=.dx,  8c  MM'=ds.  Donc-— H**:  - ::  a— wxx: 

1 — C C 

idx  d s dx 


: : d x : d s = 


■C*X 


8C-  — 


S 


d x 

A c XX 


C.QF.D. 


LUI. 

Corollaire.  Si  on  fuppofe  que  le  rayon  du  cer- 
cle foit  x , s un  arc  ou  un  angle  u pris  dans  ce  cercle  on 
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aura  *==«=$.  d*— , * étant  la  tangente  de  1’  arc 

s ou  de  l’angle  u.  Car  en  fuppofaut  <*= l,  & r=t 
& u— a l’arc  s divisé  par  fon  rayon  i,  on  a -= 
dx  dx 

s—u=S— -=  S. 


a-*-  ex* 


LIV. 


_ _ xdx  i T [*+-exx\  > r 

THEOREME  . S = - L l — J — 7 

(ZEni!). 

Démonstration.  En  fuppofant  **=/,  on  a 

, «</* 
x d x — dy  , rf-+-cxx=fj— 4-r/,  & 


»-*-  cy 


— “ • 7—^-  dont  1’  intégrale  eft  ~ • L ( 7 -+/  ) — 

t* 

C.QF.D. 


L V. 


THEOREME.  ï ^7^=7  L( V^)- 


Demon- 
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4a 


*5 


~‘*d*  Qr 
*(«-****)  a î*.,' 


— dx 


* xdx 


- T - » «*  _ 

s ~ = ± Lx,  St  S - = - 3- 

X J J .-t 


— -*** 

€ 


x Hx 


-+xx 


^ e £ xdx 

a -+•  cxx  a 


dent  S.  ■ 


M -4-  C XX 

xdx  1 L ^ 

c 


, & par  le  Thcoreme  prece- 


’ — xdx 

:.doacS- = I 


par  confeqnent  S. 


dx 


-=-  L x 


— i Ly/"cr=:±  L. 


x 

ex  x 


^/"  a -+■  cxx 

L VI. 


C.  F.  D. 


I 

THEOREME,  I?  5.  *^*(a-f-f*x)r=I(/r-+r*,)r. 
— — ==-  (/»— Kxx) * . 3. 0 Sdx(a— 

( d-4-CX»)  * 


2.°  S 


I 

8 f 1 


(V  r”*—) 


— O’-T 


L . i -*-x  * — • 4. 0 5*. 

L ’ 7^**“*)' 


dx 


(« 
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Démonstration  . La  première  5c  la  fécondé 
équation  fe  démontrent  facilement  en  prenant  les  diffé- 
rentielles de  part  5c  d’ autre  du  figne  d’égalité. 

Pour  démontrer  la  3e  , 5c  la  4"».  Nous  remar- 

II 

querons  d’abord  que  (a— t-rx1)*  =f’ 

I ^ 

c * (/— t-x1)*  en  mettant  f au  lieu  de  j . Enfuppo- 
fantxI-+-/=*ï--t-2xx—»-s!z,  ou  (/-+x*)’  = x -+z 

f — « f-*ZZ  , 

on  aura  ■ x . x —h  z , oc  « x = — a * 


2 5 


n? 


. Donc  la  4.™  différentielle 


d * 


dt 


(4-bcxx)'  c*(— — t-x1)* 


deviendra  — ■ — 1—  d * X 


d z 


2 zz 


dont  1’  intégrale  eft  — 


j'-t-zz  L 

\ 

C 

L.x— 

1 


L . 


(.W- — )• 

2 1 

La  3.me  différentielle  dx(a  — t-c x* )*  =cx  dx  (j 

t * 2 L 

-+xx)‘  = c‘  i/x  (/— l-xx)1  ; 5c  S.  d x (a- 4-rxx)*  = 

1 x 2 

c*  S(/x(/-+xx)‘  ■ Or  </x  (/-+xx)‘  = — d z 
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f-*zz  \ dz(,f-f  Z z)* 


Z dz — zfzzdz  — ffd ! 


4,î 


Lfdz 

-'-xdx  — - Lf* 

4 Z 4 " 


-3 


dz  y dont  l’intégrale  eft  — ^ z z — * ~ f L . *-+*4  — 

7 0 8 2 y 033: 

it  f 

par  confequent  S.dxÇa-t-cx*)*  ouc‘  5". 


1 


ff 


C C n -,  C JI  ** 

zz f L.  *-+•—'  „„  — 

& z J 8 zz  s 

8c*  zz 


8C 


xz — L.Zy  8c  en  remettant  j— *-xx— -x  aulieu 

% 

2 C 

1 # 

de  * on  aura  S.d x (a-t-cxx)  * = _ * 

—5  “*"**“"*)  — t -L\V 

*r» 

C.  jg.  F.  D. 


THEOREME  . S 


LVII. 

dt 


— , r étant  un  arc 


^ X CX*  ^ 1 

de  cercle,  dont  le  linus  eft  x,  8c  le  rayon  ^ ~ 
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Démonstration  . Soit  (dans  la  même  fig.  7.) 

le  rayon  CA  - j l’arc  BM=zs,  fon fmus QM 

=x,  MN—  d x,  M'  M~d s-}  on  aura  QC  — ,,, 


5c  a caufe  des  triangles  fcmblablcs  M'NM  5c  C^M, 

C£>j  CM::  MN:  MM',  ou  Vi-"  '-  V i : : 


iix  a 
^ * — cxx 


dx 

vrrf* 


C.QF.D. 


LV III. 


Corollaire  S. 


d x 


—s,  s étant  un  arc 


ou  un  angle  dont  le  fmus  eft  x,  5c  le  rayon  du  cercle 
1.  car  en  fubftituant  1 au  lieu  de  c,  5c  de  a,  dans 

dx  S „ dx 

l’ équation  S . = — .elle  devient  f 

=i;  & vr=  1. 

LIX. 

Theoreme.  L’intégrale  de  la  différentielle 


^ X — cxx 

eft  — - — j s étant  un  arc  dont  le  cofinus  eft  x,  & le 

V - • 


rayon 


VT  ■ 
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Démonstration.  Soit  (mémcfig.  7.)  ! > 

BM=zï,  M'  M=d s y le  cofiuus  d zBM  ou  PM=z*. 
parceque  l’arc  BM  croiflànt  & devenant  s-+ds,  lôn  co- 
fmus  x decroit  & devient  x — dx,  on  aura  M'  N=. dx; 

8c  a caufe  des  triangles  femblables  PC 
cmWT  } : : M'  N ( — d x ) : M>  M (d y ) } ou 


tx  ■ \f  » — dx:  d s^=  — dx  ^ * ... 

T J 


r dt  dx 

fequent  — = — — - — - 

^ a — t 

C.  g.  F.  D. 


par  con- 


& 


—dx 


V* 


LX. 


Corollaire.  S. 


- . , en  fuppofant 


r — s étant  un  arc 

y 1 — ** 

ou  un  angle  dont  le  cofinus  eft  x,  & le  rayon  du  cer- 
cle = 1 ; puifque  , - 

\ * — exx 

c~a=  1,  & par  confequent  y/"  ± = 1 

LXI, 

dx  1 ^ c 


THEOREME.  S. 


;r  étant  un 


r ^ exx  — a “ 

arc  de  cercle , dont  la  fecante  eft  x , & le  rayon  ^ Z. 
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Démonstration.  Soit  (m^mefig. 7.)  l’arc  AM 
— sy  la  fecante  CT=*y  RT'  =z,dx  la  tangente  AT 


= y xx— 1 , MM'  —ds 


. les  triangles  femblables 


C M M'  & C T R donnent  cette  proportion  , C M 


w 1 ) : CT(x)  ::MM>(ds):  TR=z~.i  ~ ;8c 
les  triangles  femblables  T' RT  Sc  T AC  donnent  celle-ci 

C'(VT>  TA{y~t),.TRÇ-^y 


T'R  (dx);  ou  -e  : 
xds:  dx . donc  dx 

V~  _ 


r*x  — * 


1 : /•—  : v f * * — * 

V < y 


C ) = ^ (x  Vf**-*  ) 


& 


C.  F.  D. 


dx 


■ ^ C X X — ! 


=r,- 


V 


x V f XX- 


Lxir. 


Corollaire.  S. 


àX 


= r,  arc  de  cercle 

X XX 1 

dont  la  fecante  eft  x,  & le  rayon  1.  on  le  prouve  en 
faifant  a — c—  1 , par  confequent  y -=i. 
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L XIII. 

Jx 


7i 


X ^ *•+  C XX 


Va 


V 


= )• 


Démonstration  . 


à* 


r — . » L . 

«V  a 


xdx 


Va 


V' 


xdx 


V 7 


. or  en  fuppofant  - = ff 


— t-x# 


=y  —hz  ou  z=  V jf—*-xx  — y on 


tro- 


meff-+-x  = _/T-+-  2 f x -+-z  z y xx—  zf  z— hzz, 
xdx  dzÇf-t-z)  xdx 


xdx  — dz^f-i-z). 


a/*  -*•  zz  f 


xx{ff-*-xx)~ 


d z , / - - < 


lf  z -t-zz 


——dz  ~T^Z 

— • 7-  , dont  l’intégrale  efl 

z-*-z  / 7 0 


«/  ' L * »/  ^ ■ (z-»-2/)  ~Tf‘L  (77*7) 

■ /■  yv/V-1-  **— - 1 

— 17*  1 — ; ■ - — J par  coufequent  — — 5. 

KV^*x-*f'  tî 

x.  . ,V~—VÏ  , 

— 1 " Lt ■ 

“y--  -a- xx  -*•**-*■  ^ ~ 


w 
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^.1-hCX  X 


V 


*-f  cxx  -v  V a 


— J a caufe  de  /=  ^ ~ ? de 


( 


4 f a 4 f A y/t-t-xx — \T  a 

V 7 '+**  “ V 7 = — v - — , & de 


V -+\[  i = 


_v 


a -+  c xx  -f* 


V^' 


THEOREME.  5“. 


V 

LXIV. 

J * 


’^a—cxx  x * 

_ Vj 


C.  Q F.  D. 


. L 


V 7-  Wxx_  , £ ^7-^777^ 

yi^yzir,  *v“  x-cxxJ  ’ 


Démonstration  . i- 


J* 


r « — f 


= 5 


rf» 


V7- 


. En  fuppofânt  — — jf  on  aura 


d x 


Vr~x 


d x 


~ ~-  qu’il  faut  intégrer.  Soit  \f  jy—xx  — f — * , 

ff  — zfz  — h zz  7 & — xx  = — 

2fz-+-zz,  xx— 2 fz — » 2z,  xdx—f  dz — zdz7 


xdx 


dx  fdz  — zdz 


d x 


fdz—zdz 


’ » — Z Z 5 


(*/*-«)  X 
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j-  r? a * *-t  j > 

= — — : — = -î- — — comme  on  le  voit 

xfz  — zz  1/  — Z Z 

par  la  rcduflion  au  même  dénominateur  ; donc  S. 

Tsfjzrr,  = TT  L z — t fL  (*/-*  ) = 

■L  L ( * j-  VrÆ 

V?-  Vf17- 


= 7=  L 


VF7*  *V--  Vt  -Vf 


C.  4X  F.  D. 


LXV. 


THEOREME.  S 


Jx 


V 

(*-»-<:**)*  = (a-t-cSy 

V — V"' 


-y,  y 

( « -+  e*1)  * -+  V * 


Démonstration. * = c* 


dx 


(^-t-xx)’ ; donc  J.  («-*■(■»')*  =f‘î.~  (7 

1 » J 

?-*-»*)  =c*  ■S’-  en  fuppolant  — = ff, 

IC 


/ 
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1 

8c  ^ ~ — f‘  ot  on  fait  (jÿ"-*- **)*=/—>•  s 

ff->r  x*—ff->r  î/z—hZZ,  XX=2/z-4-ZZ,  xdx  = dz 

x<ix ti  z (/"-*-  2 ) xJx  / fl-  . ,r  ,->r  y*(/-*-Q 


(Z-*-2)» 


x/ 


~ f dz  # i I 

- dont  l’ intégrale  eft  z — fLz fL.(z- +■ 

Ï-H/’  O 2 J * y v 

-v?-i  vr^~‘t~vp.‘~ 

2 1 2 
f * J,  — — H**y  =(/»— t-rxx)*  — V 

I * 

('-»"»)'  — ^/"T 


_ , lll(/^xx)»-d-ii 

X*  2 JZ-+ZZ  ’ XX  ifz 

_dzlz^_Jz 


ifi 


fi-Jz  __  J . - fd z 

— dz—\ P 


ZZ-+  ifz 


C.  <£.  F.  D. 
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Problème.  Trouver  les  Intégrales  de  la  différen- 
tielle x”  dx  ( a — -rxx)w,  dans  tous  les  cas  de  »=o,ai 
=t,»= — l,&  dew= — x , w = - x w — — - • 

Préparation  . r « x=c  (~  — * x);  (a—cxx) m 


— ” — **T‘,  & en  ùi&nt  Z=jfy  ou/=  ^ 1 , 

(.7 — rxx)  =c  Qf- — **)”.  Si  on  fuppofe  ff — xx=r 

1 

ff — 2/z-4-zz  on  aura  (ff — xxÿ—f — z,  z =f— 

I 

C ff — x*)'r  if* — **  = **,  xdx=  (f-z)dz^  & 

*dx  dx  (/— 

“ - _ — ■ ■■  . ___ ___ •• 

*X  X tfz  — zz 

i.e  Cas,  en  fuppofant  n — o , & m= — i,la  dif- 

1 1 . 

—T dx  — -dx 

2fc  ^ if/ 


dx' 


ï-d* 

€ 


férentielle  fera  — . , — 

* — Ci XX  Jff—X  X f-*x  j X 1 

dont  l’ intégrale  eft  L.  (f-*-x) — L(f — x)  = 


2.*  Cas,  n=oi  m — jyoudx(a — rx*)1' 
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V 

1 J « t 

, dont  l’intégrale  eft  c~-  -+■  (J'—.xx)' 

— h ^-x  (<*  — cxx)»;  j étant  le  rayon 

du  cercle,  & s un  arc  de  ce  cercle  & * le  finus  de  s. 

Car . Soit  (fig.&)  AC  B un  quart  de  cercle , dont  le  ra- 
yon C , BM—S,M^—x  = CP, 

MP— y — y/ y— XX  , y dx  — d x yj~  j -**,  S.  ydx~ 

CBMP  — S.  dx>f  y— xx  — C BM-+CMP  = ~ 

1 

I I 

— t-  Par  confcquent  c*dx(ff — xx)  =: — — 


C.9.F.D. 


_ I Jx 

3*  Cas,  w=o,  »*= — - , ou 


- V - 

,*(f— **)' 

* étant  un  arc  de  cercle,  dont  le  finus  eftx&  le  rayon 


/ ou  ^ - . (Art.LVil.)- 
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* du 


4 5 Cas,  w=i,m=— i;ou 


77 

Suppofbns 


k dx 


xx~ z,  xdx  = i.  dz.  , par  confequent 
= *-c_.  , dont  f intégrale  eft — L ( - — - 

a — cz  *e  \f  J 

5 * Cas.  »=  i,w  , ou  xdx(a  — •r*x)‘  — 

î.  - I ' 

c'  xdxÇ-^  — x*)’=r‘  xdxÇff — xx)  * en  fuppofant  ff— 

_t  « 

xx~ïï,  on  aura  x d x = — -zx/z,  8c  c'  xdx(Jf — x*)’ 

i_  i_ 

= — c%  z*  x/z,  dont  l’ intégrale  eft - c*  z?  ~ — ~ 

i 5 


c*  Vc  7— **V  • 

d e Cas.  n — i ,»»=:  — 1 , 

* ’ z ’ 


ou 


tJx 


( — rxx)* 


-xdx 


—xdx 

1 

C % 


C f-  y 


7~  — —dzi  en  failânt 


(.f-xx)' 


ff—xx'  = z ; donc  S". 


xrf* 
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(j ff — xx)x  ( **  ^ ( • — c**)x  • 


d x 


d* 


Cas . 1 >w  — 1 , ou ,7737773  — 


1 
C » 


*dx 


I dx 


ff\T 


-xdx 


*(f—  **)  g-yj", 


ff XX 


« Donc  S » 


dx  r r (x—exx)  V e 

V "V  ■"  1-  »iL  X—  j.  — — " ' ' 


L.x 


v 


ff  ^==-*> 


1 «* 

8 * Cas . n = — 1 , w = — , ou  


*(*  — f**)* 


L.</* 

i_ 

x(ff-xx)*  *(« — fx*) 

(Art.  LXIV.). 


_r /V  - —V  ' — r**V 

■i  » V~  * >>  VT V x—exx) 


_ r d x . . 

p'  Cas  »=—  1 , w=  —,  ou  (/j— -r**. 


“C-T  C 7"*x  )*  —C~T  • En  fuppofant 
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(ff — xx)*  = z,  on  aura  ff—  x x=zz  ,ff—zz=:xxy 


dx  x dx 


< * « * * » * <• 

— zdz=xdx,— — 
* XX  JT  — 


zdz  # 


zz  X 


(jf—xx)1 


-,  » , J 
c'zdz 


ff—zz 


c'dz 


fTc'dz 

Jf—zz 


, dont  l’intégrale  eft  c’a 


^•r-  Az  (Fc 

— ffc  S-  = C z — — -=r  L. 

JJ  ff—ZZ  l \ a ( j.  \ 

\ V a — c ' z J 

(Cas  i.  ) — \f  *—txx  - L f — j. 

'Y  a — y 4 — cxxs 


L X VI I. 

Problème.  Trouver  les  intégrales  de  la  différen- 
tielle xdx  (c*1 — a)m dans  le  Cas  du  Problème  prece- 
dent . 

Préparation  ( c xx— a)  = c ( xx — ~)'yc”‘ 
(xx — - )m  = (cxx  — <*)”)&  en  faifant  ^ — ff , ou 
f ~ ^ 1 ;(cxx — aff  = c”(xx — ff)m . En  faifant 

I 

xx  — ff  = x x—  2 zx— f-z  x,  on  aura  (xx  — 1 = x 
— - z;  z =z  x — • V *»— f i — ff  — — 2 z x— +*  z z ; x 


Digitized  by  Google 


8o 


Elemens  du  Calcul  xnte'gral 


F-+ZZ  * z ff—ZZ  J 


d x =—  d z 


UT-zz') 


Jt  7 J* 

Ie.  Cas  »=*,«=— i»  ou  -_===__ 

= ÜV_  dont  r Intégrale  (x— /) 

L-I .(.-«-/}  b -^=  J-  [ ~ ' 


e Cas  »=«>,  w = ~ , ou  dx  ( c x x •—  a ) 1 =r 


(xx — ff)'  ; en  fuppofant  ( xx — ff)*  — x — zr 


-jz(.sr—zz) 


OU  Z 


— - g — r V" ** — -,  on  aura  d x = — : 

' xzz 


& 


dx(xx — ff')1 


dz  (ff zz)'  — f à Z 


42 


4*- 


ffdz 

* Z 


i 11,  dont  ï intégrale  eft  L-.-+-  ffL  z — 

4 8 z 

2 j 

Et  1'  intégrale  cherchée  S.  c'd»  (mm — ffÿ  ts 

1 

2 2,  * 

—* 1--;  c*j ffL  (x  — \f  **—/)—"  T (* ,— 

, dans  la  quelle  / = 7 • , 
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Si 


3 * Cas.  m = o , m -, 

• * 


OU 


d X 


(cxx— #0* 


-dx 


— ; en  fuppofant  ( x x — ff  )*=x — z,  on  au* 


(**-//•)* 
ra  dx~  — 


dz(ff-zz) 


8c 


d*  ~*d  " , dont 


2ZZ 


(xx-ff)* 

j 

1’ intégrale  eft  — ~ £»  = — — L^x  — (xx — ’//)'}» 
8c  T intégrale  cherchée  fera L^x  — 


-xdx 


xdx 


4e  Cas.  »=ri,  >w= — i ,ou  =- - .=• 

T • * 7 «XX  — » XX — ff 


- d z 


dz- 


— — , en  faifant  xx=z:  or  S— — — = — 7~ L 

z—ff  7 * Z—ff  i 

(—ff)  =4-  £ ( w/)=-r  £^4 

2C»  2C* 

T 

5 f Cas.  »=i  ym—  ~ , ou  xdx(cxx — /»)  1 = 

X 

- d * ( c z — -<»)‘en faifant  xx  — x.ot$~  dz(cz  — a ) 


1 

\» 


= — (cz — /*)'=—  (c»x  — a 3 

3 « ' 7 3*v 
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J x ri  X 

6?  Cas.  n = 1 , m = — - ou  ; 

2 • J 

(rxx — «)• 


V 


■ X dx 


<**-/■/)* 


— — ï— ; . d%  (a — ff)  •»  dont  l’in- 

aV  e 


tégrale  eft  (* — ff)'  — -y=z  (** — fff 

\ c •y  c 

l L 

r /cxx  — a\*  (ex* — <)* 


dx 


7*  Cas.  » = — 1,  w = — 1,  — r = 

/ • 7 7 x(c  xx  — a) 


Ldx 


— — dz  j 

— f — — lc  - en  faifànt  **  = 2;  or  — — 1-t-. 

{xx-ff)  «(«—//)  ’ *(*—/» 


5 — ^2 

h_ /y 

« — /y  z 


j dont  l’intégrale  e(l-^.L(z — ff) 


— dx 

- 4,  i *=  donc  î _i =-i- 

ff  ff  * X(fXX  — «)  IC 

xx  le  \ ex  x J 

m.  I 

8e  Cas.  n— — l.m  — ou  — (exx — a Y — 

• 7 2 7 X X ' 


C%  dx 


— •(*# — ff)' • Enfaifant  ( xx — ff)'  — « 


on 
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aura  xx — ff=uuy  xdx= ud  u , *T-1  — if 


»3 


UH-t-ff" 


■ J _ y 

t d*  . rr\~  eu  u du  > , cffdu  1 

: — (xx — ff)  — -=<■</« — -,  dont 

Jf  '•  JJ/  U U -¥■  t t u u -è-  t f 


««■►//  UU  -+  / f 

du 


I 

€ x a 


T intégrale  eft  c~u — c'  ff  S t or  c'ff—  — =z 

**  J J U U -+f  f 7 c 


" 8c  S-  d* 


VT  ' 

grale  de 


« « -*-// 
du 


^ du  edu  oi»»/ 

=5 & 1 inté- 


M U 

C 


, eft  - , r étant  un  arc  de  cercle. 


dont  la  tangente  eft  «,&  le  rayon  ^ ou  f (Art, 

I 

. _ du  _ </ « u „ 7/-/. 

Lu):  donc  5 77— c*  $ * = — ,&c  // 

S.  d“  ■-  = ~7=r.  S — =zs\f  c ; parconfequenc 

*«-#■//  y c U U ff  y 7 L 1 

V 

1’  intégrale  de  la  différentielle  propofée  fera  , c * ( x x 


— ff  f — = ( exx — a )*  — s yf  c , r etanr 

un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  eft  ^ ~ , & la  tan- 
gente \ f xx—  ~ * 


g*  Cas.  » = — 1 , m — — 


dt 


OIT 


* {ex* — «)’ 
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dont  l’intégrale  cil  , s étant  un  arc  de  cercle, 

U 

dout  la  fecante  eft  *,  & le  rayon  V7  (lxi.). 

lxviil 

Problème  . Trouver  les  intégrales  des  diflerentiel- 

les  xdx  ( bx-hcxx  )m,  x”dx  ( bx  — cxx)m , & x" 
J x (r.vx — //x)",  dans  les  cas  des  problèmes  preccdens 
par  rapport  aux  expofans  n &,  m. 

Pour  lr  i r*  Dirrt’RtNTitvLE  x dx  ( bx—hCXX  ) . 

Préparation.  i*-+c**=r  {--+**),(  4 » 

C 

s m m , b x \T » m / r . 

— f-rx.v  ) c*  ( ^ — ►***  ) — • c (2  h x — en 

fuppofant  ~ = zb.  Et  fi  on  fait  **-)-  2 bx-i-b  b — 

zz,  ou  x—\-b  — %,  on  aura  xx-*-zbx~zz — h b , cm 

( 2 bx— ♦»**)  m — c”*  ( zz  — U)"  , x"  d x ( bx—hcx  x')n 

= c”Vz(z  — /&)”  X (** — )m.  En  fuppofant  (**  -+■ 
1 

26*)*  =*— hh  , on  a 

St  2 bx  — 2kx  = #m,x=  — - , d’  ou  1 on  tire 

7 a h — 1 m r 

z b u — «m  , 1 b u ci  u u u d u . d x __ 

2 b — 2 u ’ a(^ — u ) a(^— «)  x 

tbd“-»d»  ' on  t aufli  aulieu  de  b x -+-  c x écrire 

u{b  •—  h)  1 
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x{b~¥cx)  &#"  ( 

d x ( b-¥cx  )"  = *”  dx  ( bx  —H  c*M’”  , on  réduit  par  la 
la  différentielle  propofée  au  fécond  cas,  ou  au  premier; 
dans  lesquels  Nous  avons  trouvé  les  intégrales  fonda- 
mentales . 


4 dx 


a x c 

1 " Cas.  » = o,w=r—  1 , ou  7 , — — 

• 77  DX-+CX  Z Z bb 

dont  F intégrale  eft  ~ L ( = jL 

C 

— L L par  le  1 "Cas  du  problème  prece- 

dent. 

« 

2\  Cas.  n — o,  m=  L,  ou  dx  {b  x -4-  c x *)*  = 
c’  dz(zz — ÆÆ)*  , dont  on  trouve  l’intégrale  par  le 
2 * Cas.  de  l’ Art.  lxvii.= 


c'a* 


— — — — c*  Æ Æ 


■ ___ 

( z — V Z z — b h)  g-c*  (z  — V xx-bh)  , dans 
la  quelle  ^ & z — x-k-h. 


3*  Cas.  » =:  0 , m = 7 ou 


dx  _V 


(i  *x)‘  {ZK-kk)1 
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dont  l’ intégrale  eft  — — 'jzz.  L(z — V u — h h)  par 

1 V C 

le  3*  Cas  de  l’Art,  lxvil 

xdr  T**» 

4t  Cas . « = — i,ou  — ~b  » 

— *+  ar 
c 


dont  lr  intégrale  eft  L ^ -*-x — L 

■ 

5 e Cas . n — i , m = — , ou  x d x ( b x -I-  ex  x ) — 


Z 

c~dz  (z-b)  - (zz—bb)'  = c'zd  z(zz-bb)'  — ■ 

I ^ i 2 

c*  b d z(zz — hby.or  S.  c*zdz(zz — bb )*  = ” 

» _r 

cr(zz — bbÿ  parle  5*  Cas  de  F Art.  LXVII. , & S. — 


r‘  h d z(zz—~b  b)1  =— • 


elb' 

8 (s  — V"  zz  — bb') 


> 

b* . L.  (z  — V z z — b h)— *--g  clb  (z — \f zz — b h) 

( par  le  2*  Cas  du  même  art.  );  donc  en  aujoutant 
ces  deux  intégrales,  & en  fubftituant  au  lieu  de  * & 
de  b leurs  valeurs  , on  aura  1’  intégrale  S . xdx 

r 

(b  x-i-cxx)'  • 


I 
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6 e Cas.  »=i,»j  = — -, 

. •>  2 * 


ou 


xdx 


dz(z — b)  t 


zdz 


(ex*  -*■  b x) 
/ I bd  z 


? V7 


1 w-7"  î-  - ’ 

(zz-bb)*  v » («_  ii)» 


or 


5-. 


zdz 


V~  î-  VT- 

v (zz  — bhy  * 


7=z-L-(zz—l>l>y,  & S1 -L_ 


(i^O 


— • Z,  (z — yf  z z — b h)  par  le  tff 


( 2 Z — b b)' 


& le  3 * Cas  de  l’art  lxvii.,  donc  S. 


xd* 


( exx  -*■  bx  ) 


T V< 


- L (z  — V s*-W). 

U* 

7*  Cas.  « — — !,»»  = — i,  ou 


d x 


x(6x  -4-cxx) 


X 

— (i  X 
c 


I . I 1 

—T** 7 — -T T'** 

2 A»  C 4 Afcf  4 Mf 

— y , -r  = » r > comme  on 

le  voit  en  reduifant  ces  fraélions  en  même  dénomina- 
tion. or  ces  fraélions  font  = — 7— • — — — ~ . iZ  -+■ 

ibe  xx  +bhc  x 

-TT-»  — —j)  dont  l’intégrale  eft ^— » Lx-h 

*bbc  x-hib  ° 2 bcx  t,hbe 
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! / X-mJ  \ _ « 

._L_.  L(x-+zb)  = - L\  x J 2icx 

X 

g;  Cas.  . = -«,«•=•;»  0UT  (*—►«»)•  = 

f 

1 T - 

c'dJL(zhx-¥xx)\  En  fuppo&nt  {xx-*-zbx)'  = x -f 

» «w 

K,  OU  on  trQUVe  x=mT7» 


f**-*x£*ÿ 

rf*=— « ""  •(*— > * 

# X * 

dont  T intégrale  eft  x -+u  — b L.(b  — u) 

h — « 

=z{»K-*-zhxÿ—bL(b->,rx--\[xx-+rbx),  quÉ 

étant  multipliée  par  c~  fera  lr intégrale  cherchée. 

dx 


A 

y * Cas.  « — — iy«  — jî 


ou 


x(4x  -+•»**}» 


a X 


En  fuppofant  comme  dans  le  cas  pre- 

2 J* xhdu  — u cf U y 

cedent  #-+»=(* **-+»»)*>  on  aura-— 

— llf,  dont  l’intégrale  eft 


& 


^ X 


<fx 


x(i4x-+-xx>* 


*»(*■+«)  *» 
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— I 


8 P 

V 

■ , qu’il  faut  divifer  par  r * pour 


(jii-tt*)1  — * 

avoir  1’  intégrale  cherchée. 

La  différentielle  x"  dx  ( f * x — b x)m  , 

Ou  cmx”</x(xx 2^x)m, 

Peut  s’ intégrer  dans  tous  les  cas  a peu  prés  com- 

I 

me  la  precedente  y 8c  en  fuppofànt  ( xx — ibx)* 
— x — « , ou  x — />  — %8cxx- — 2 h x=zz  z. — ‘ÆÆ.Dans 


la  première  fuppofition  on  aura  x—  ^ ““  ■ f • x — u=z 


z bu  — i 
2 *—  2 £ > 

au  ( 2 h u — - m «)* 


: d X=Z  — 
& 


♦ («  — *)'  » 


du^-JÜ. 0.  dx  (xx 

1/  x — ^ * 

_£  u — b 
(xx  — I ix)"* 


2 £ 

dans 


*)‘  = 
1*  autre 


fuppofition  on  a x’  </  x ( x x — < z b x )m  = d z (z-+  b)a  . 
{zz~b  b)m- 

i r.  Cas.  » = o,»»  = — i,  ou  x”  dx(xx — zbx')m 


ci  g 


, — , , , , — ^ > dont  l’ intégrale  ell  . 

XX Z fox  Zfo  ( X — ifo)  zfox  ° Ifo 


L{’jzr)- 

t 

2 * Cas . » = o,  m~~  , ou  x°  d x ( x x — ibx)% 

= dz(: s z — ÆÆ)*  dont  on  a déjà  trouvé  l’intégrale. 

M 
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I 


du{ibU ««',*  , 

On  a aufli  </x(xx. — 2 />*)*=.—• — , — i^uon 

intègre  facilement  en  fuppofant  « — b =/,  d’ ou  T on 

• 1 j-o-f  • Il  djr(hh—y /)» 

tire  la  différentielle 


4Z* 


3 « Cas . » =0,  w = — -j , 


ou 


d X 


— d u 


(xx — »Ax)‘ 

dont  l’intégrale  cft 

u — b ^ 

xdx  d t 

4*  Cas.w=;i,»?  = — ■ 1 , ou  — — 7- 

’ ’ xx — lAx  x — »* 

dont  l’intégrale  eft  L{x  — i b) , 

1 

5*  Cas,  w = 1 , w = d ? ou  *(/*(**— jix)’ 

~»Hd«(  tin  — «a)» 

= dz(z-ïb).  {zz~hb)  ou  =z  8(m_^-)4 

I 

On  trouve  l’intégrale  de  d z(z~h  b) . (zz — -b  b)* 
comme  dans  le  5 * cas  ci  delfus , & 1’  autre  intégrale 
en  failant  « — £=/. 

_ 1 xdx 

6 * Cas . » = 1 , m = — • - , ou p = 

(xx  — » Ax)* 

, qu’on  intègre  en  failant  « — b— y. 


7*  Cas.  «=—  1 , m=.—  1 , ou 


J X 

x ( xx — î Ax  ) 
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dx  dx 


9 * 


,x  — — , -,  dont  l’intégrale  eft— 4— L 

4 hb{x  — 2 h)  400*  2£xx  0 4^ 


D4 
x — if>\ 


(*  — 26) -Ix-f  W4-. 

v ' 4 A1  1 £ * 4 h b \ * J *bx 

8e.  Cas.  »=—  i,  rrr=.  ou  ^ ( #x — zbx)1 
= — Lu^xh  } qu’on  intègre  en  fuppofant « — £ =/ . 

_ 1 dx 

9 * Cas . n — — i,m  = — - , ou =: 

«(**—  tbx)* 

— dont  l’intégrale  eft  - • 

uu  0 U 

Pour  ia  différentielle  xn  d x (b  x——c  x x')"1 , 

Ou  cm  x”  dx(ïbx — xx)m  • 

Si  on  fuppofe  x — h — % , ou  **  — 2 bx—hbb 

— z z , on  aura  </*  = </*,&  x” </x  (2 bx—xx)m  = 

dx(%  — b Y • (b  b — z z ).m 


dx 


1 r Cas.»  = o,  w = — 1 , ou  — 7 =- 

« ’ 7 tbx — xx  1 


dx 


— — - , dont  l’ intégrale  eft  ~ L ( —7^ — ^ • 

*A(ii— *)’  0 **  \it>— xJ 

1 

2 * Cas. w = o, m — ~ ou  dx  ( 2 hx  — **)'=</* 

X 

(b b — z%)x  déjà  intégrée; 
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3*  Ca s.n=o,w — — - 


d « 


dz 


OU- 


(»4#  — **)*  (Jih—zz)x 


intégrée . 


xdx 


dx 


dont 


4=  Cas.» — i,»» — 1 > ou  %bx-—xt  tb—x 

V intégrale  eft— • L ( 2 £ • 

V 

5«  Cas.  »=  i,  m=\*  ou  xdx(ibx  — «*)*  = 

i 1 

dx(x-i-b).  (bb  — xxÿ  — xdx(bb  — xxY  -+bàx 
(h b — xx)x y qu’on  a déjà  intégrée. 

] xdx 

6 « Cas , * = I,  m ~ — -»  ou  - 7 — 


(tbx — * *)  * 


zdz 


hdz 


aufli  intégrée. 


(b  b — « ï )"*  (U  — sz)‘ 

7'  n~  — llm==:  ~ G 0U  x^hx-xx)  = ybTx 


d t 

■H : 1 


dx 


1 bxx  4 ü(  t A 


— ,dont  l’intégrale 


r 

* bx 


1 dx(tbx — **)* 

8 * Cas . » = — 1 ,»»=-,  ou 
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3x(ïiX — > fx)  ihdx  xdx 

■ ■ i 

»(l*«-»x)T  ( ibx—xxÿ  (xbx—xxÿ 

deffus. 
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intégrée  ci 


p * Cas.  » = — i,w  = 


ou 

» 


d x 


•»dont 


X ( i h x — • * X ) * 


■ 

• C 2 ly  X X X 

r intégrale  efl h * ■ ■■—  comme  on  peut  le  voir  CQ 

prenant  la  différentielle. 


L XI X. 


Problème.  Trouver  les  intégrales  des  différen- 
tielles x dx{a— \-bx—¥cxx)m  , & xn  dx(a-+bx — cxx)m 
dans  les  cas  des  problèmes  precedens  par  rapport  aux 
expofâns  m.  & ru 

i;  La  différentielle  x"dx(a-+bx—i-cxx)m  — 
cmxn  dx 

— ; & en  fuppofant  *-4-^  = «elle  devient  — h)n 

zz  — b h— t-  - j qu’on  intègre  par  les  problèmes  pre- 
cedens lorfque  n efl  zéro,  ou  i,  & que  m efl  — i ou 
r±4j  puifquc  » étant  = o,  la  différentielle  eft  cmdx 


2 b x- 


')■ 


en  mettant  2 b aulicu  de 
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(zz—  h b — t-- j , & que  n étant  = r,  elle  eft  cmdz 

(s — b).  — bb-*-^  • 

Mais  lorfque  » = — i,  cette  différentielle  devient 

cm  </  Z ^ Z Z — bh  • 4-  — ^ 


: — b 


dont  on  trouve  facilement  1’  in- 


tégrale dans  la  fuppofition  de  mz=—  i,  puifqu’alors  fi 

l’on  fait  f — — b b -+•  ~ on  a rr T T\  ~ 

J e (z  — i).  (ti-t-O 

a1  z Z J Z bdz 

if + b b).  b r(/tü)7(u^  *>h).  («  *-*■/)* 

dont  on  intègre  tous  les  termes  par  les  problèmes  pre- 
cedens . 

Quand  n étant  =— i,  >w  — -4-  , on  fuppofera 

I 

( * z-4-/)*=z— »-»,  ce  qui  donnera  %■=?-  -—,  z-*-u 
1 

f-*-UU  f , /•>"»  _ , / I bu— H U , 

= = ( Z Z — t- / J , Z — 0 = ,</*  = — 

2 « ' j * i m ' 


<4  * ( f » « ) Wz  dn(f  •+  un)  dz(zz-t-f) 

2UM  * Z A U (f— 2 b m — u h)*  Z— b 


du(f-huu)* 


« 


2<i  U 


2Uti  (/—  xhu—  U #)  * j,  /—  — «M 

(z-A).  («+/■)* 

Cette  derniere  différentielle  s’ intègre  par  les  problè- 
mes precedens  (Art.  xlviii.)  l’autre  différentielle  — 
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dti(f-*-ut ()*  _____  dn(uu-t-fy  _____  d H ( **-*-lfn  u -+  f) 
x ««  (/'—  x bu  — nu)  ’ :*«(«»-»  1 bn—f)  xu  h (««  -+  i bu—f  ) 

u udu  f du  tfd  H 

~ ' * ■ ■ — — ■ ■"  » ■ f 1 » ■ ■ ■ ■■  11 

i(«»-n4« — /)  uu-t-ibu — / x «»(**-♦-  x A» — /") 

S'  intègre  auffi  par  parties  : Car  — „ /J*  ^ jj  = 7 


d u- 


h u ci  i 


du 


. -différentielle  dont  chaque 

MU-i-lbu—f  uu-+ibu—f  1 

terme  s’intégre  feparamcnt  par  les  problèmes  precedens, 

f d H •.  a ffdu 

aufibien  que ; il  ne  relie  que-* — 7 r 7? 

* uu-t-ihu—f  1 

1 h h du — fdu  zbudu-t-lbb-t-f  , . I 

= — 1 — 7 , 7-0  qn  on  intègre 

de  la  même  maniéré. 

2°  La  différentielle  x”  dx'^-vbx — cxx)m—cmx”dx. 
^7 -+-2  hx — , en  mettant  zh  au  lieu  de  7; 
& en  fuppoànt  x — Æ=z,  devient  r ’”^z(z— h£)". 
(j^-¥bb — zzj”1  dont  on  trouve  l’intégrale  comme 
ci  deiTus  lorfque  » efk  zéro  ou  1,  & m — — 1,  ou 
— • Mais  lorfque  n — — 1,  la  différentielle  de- 


m 


cm  d z -+  h h — " z ^OT 

qu’on  intègre  auffi  comme 


vient 


au  num.  1°  quand  m— — x;  & lorfque 7,  ou 


! 
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réduit  Vf  -+-bb — x x en  quantité  rationelle,  en  fup- 
polunt  que  - -i-bbcft.  une  quantité  pofitivc  =rr  par- 
ce qu’autrement  \/^ ~ —*-b  b-x  x feroit  imaginaire , & en 

fâiiant  \f  rr — zx^^r  — zu  d’ou  l’on  tire  z = — , 


, trdufï — uu ) .r  r(t  — u 

a z— , V rr  — zz  — r — zu=. 

( l -t-M»)*  1 -*■  ni 


r ( t — u «) 


, hnu-¥  iru-t-b  „ 

-h—— — , & 

(,  I -t-  KK  ) 7 


^ b u «-<-2  r n-t-6 

(î  -t  h),  (rr— Jt)* 


qu’on  intègre  par  les  problèmes  précédais  (Art.  XLVili.). 
La  diffère  ntielle^'  " — r—  


en  multipliant  Ton  numéra- 


teur & Ton  dénominateur  par  Vrr  — xx  fe  change  en 


celle  ci 


r fi  z — z zdz 


(«  -►£).  (rr-zs)*  (j-t-4).  (rr-st)1 


Z Z d Z «i  * , t | f t d Z 

■— or  1 intégrale  du  terme  

(«-«.£). (ri-ïï)*  (ï^).(rr-ss)» 

vient  d’etre  trouvée,  & celle  du  terme " 

' *’ 

Qc-*i).frr-zz)x 

fe  trouve  par  les  problèmes  precedens  en  fuppofknt  x~\ -b 
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. , zzdz  dy(y  — b)% 

—y , ce  qui  donne = - 

> l\  t s T j <y  rr  — lj-i  1* 

(?-►*). (rr  — sz)  v/  ' 

jnfjr  zbdy  ^ hbdy 

V'm-1;-*)*  /Vrr-(y-A)* 

L XX. 

f p 

Theoreme  . La  différentielle  z </  z ( » — t-  £ z — t- 

cz1/’)”>  qUe  nous  avons  propofée  au  commencement  de 
ce  chapitre,  peut  toujours  S’intégrer  abfolument  ou  par 
les  tables  des  logarithmes  & des  finus,  lorfque  1’ ex- 
pofant  m étant— <i,  ou  zi  — , 1’  expofant  ^ eft  *—  i , 

ou  p *—  i , ou  2/>  — i ; quelles  que  foient  les  confian- 
tes pourvu  que  dans  le  cas  de  w = r± 

la  quantité  a-b-b-z  -+fzîp  ne  fôit  point  négative. 
Démonstration  . La  différentielle  z?  </z  (»— zP  — t- 

? i 

■ ■ I 

• ï ^ 

c %lP)m  fe  réduit  ( Art.  xlii.  ) a celleci  - * d x 

( a — ^ b x-+c xl)m  = ~ k”  d x ( a — 1-  b x — f-  c x*)m  en  fuppo- 
fant  xP —x,  — 1 f=  ».  or  nous  avons  démontré 

en  detail  dans  tout  ce  chapitre  que  la  différentielle  *" d x 
( a-»rb  x-t-cx*)w  peut  toujours  s’ intégrer  abfolument 

N 
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ou  par  les  tables  des  logarithmes  & des  finus,  lorfque 

l’expofant  m étant  — i ou  , l’autre  expofant  w, 

ou  - ',e(l  =»,  oui  j : & en  faifantl^  ~ 1 
p P 

— o,  & en  fuite  s'il,  on  trouve  q- J p — t , q s= 

— J}  gr—  — x.  donc  &c.  C.  F.  D. 

Remarque.  Les  différentielles  ./*  (a-+bz*  ) , 

& z‘,dz(bz''-i-cz1F)m  fe  redui- 

fent  aux  différentielles  refpeélives  x”dx(a  -+  £ #)*, 

*"  </#  (/»-*-r*x)”*  , & x" dx  (bx~\-cxx)m  en  fuppofant 


Or  Nous  avons  démontré  ( Art.  XLV.  ) que  la  dif- 
férentielle xdx  (/»-+- bx)m  peut  toujours  s’ intégrer  ab- 
folument  ou  par  les  logarithmes,  lorfque  l’un  des  deux 
expofans  m ou  n efl:  un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro, 

donc  la  différentielle  z1  dz  (a->rb zF)m  pourra  s’intégrer 

de  la  même  maniéré,  lorfque  — i fera  un  nombre 

entier  pofitif  ou  zéro,  ou  lorfque  q—p — 1>  ou  que 

1^-î-  fera  un  nombre  entier  pofitif. 

P 

Nous  avons  auffi  démontré  ( Art.  XLVi.  ) que  la 
différentielle  xndx(a—*-cx*)m  eft  intégrable  abfolument 
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ou  par  les  logarithmes  , Iorfque  *——■  eft  un  nombre 

entier  pofitif  ou  zéro:  donc  la  différentielle  z7  dz  {a— h 
cztf)'"  fera  intégrable  de  la  même  maniéré,  Iorfque 
^ ^ 'jp  lp  ^era  un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  c’  eft 

a dire  quand  on  aura  q=i  ïp — i,  ou  égal  a un 

nombre  entier  pofitif. 

En  fin  (par  l’Art,  xlvii.  ) la  différentielle  xdx 
( bx— bcxx)mpcut  s’intégrer  abfolument  ou  par  logarith- 
mes, quand  rw-4-«,  ou  m —b9  — i,  eft  un  nom- 

bre entier  pofitif  ou  zéro:  donc  dans  ce  Cas  la  différentiel- 
le z9  d z ( b z^—b  c z*  )m  pourra  auffi  etre  intégrée  de  la 
même  maniéré. 

Ce  chapitre  & le  fuivant  dans  le  quel  nous  traitterons 
du  calcul  différentiel  & intégral  trigonometrique  , font 
une  préparation  a la  refolution  des  équations  différen- 
tielles rationelles. 


s 
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CHAPITRE  IIIa 

De  V intégration  des  Différentielles  Trigonometriques , 
ou  exprimées  par  les  Sinus , Cofinus , Tangentes , 
Sécantes  t Cotangentes , Cofuantes , J7n«f 
•verfes,  (?  par  leurs  Logarithmes . 

L X X I. 

ous  fuppoferons  dans  tout  ce  Chapitre  que  « 
reprefente  un  arc  de  cercle,  ou  un  angle  mefuré  par  cet 
arc  ; & que  elt  la  demie  circonférence  du  même  cer- 
cle, dont  le  raïon  (oit  T unité.  Nous  defignerons  les  Si- 
nus, Cofinus,  Tangentes,  Cotangentes,  Cofecantes,  Si- 
nus verfes , par  les  premières  lettres  de  ces  noms , ou  par 
Sin.,Cos.,Tang.,  Cot.,Cos.,Sin.ver.;  & lorfque  ces  expreffions 
feront  feules,  elles  fignifieront  toujours  les  Sinus,  les  Co- 
finus , les  Tangentes  &c.  du  même  arc  ou  du  même  an- 
gle, pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  cft  1’  unité;  mais 
lorfqu'elles  feront  fuivies  d’ une  autre  lettre , comme  Sin. 
»,  Cos.  »,  Tang.  u &c.,  ou  Sin.  % , Cot.  y.  & c.  chacune 
de  ces  lettres  »,  *,  y 8c c.  lignifiera  un  arc  de  cercle  », 
ou  *,  ou  /,  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  1’  uni- 
té, & Sin.  u le  Sinus  d’ un  angle,  ou  de  l’arc  »,  Tang. 
s la  Tangente  de  l’ angle  ou  de  l’arc  *.  Nous  allons  expo- 
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fér  dans  les  lemmes  fuivans  les  principales  formules  de 
trigonométrie  dont  nous  pourrons  avoir  befoin  dans  la 
fuite,  & qu’  on  trouve  démontrées  dans  les  Auteurs  mo- 
dernes qui  ont  traité  de  cette  partie  de  la  Geometrie  ; il 
(èroit  inutile  d’ en  donner  ici  les  demonftrations , & trop 
pénible  a nos  Le&eurs  d’ etre  fouvent  obligés  de  recourir 
a leurs  ouvrages. 

LXXII. 

Lemme  I.Sin.o=o,  Cos.o=  r , Sin.  Cos. 

//»=  i.Sin.—  x.  Cos.  — = Sin.  ir  = o , Cos.  tt  =3 

2 2 

% 

— i,Sin..2  -7T—  «—  1 , Cos.-^  -n  — Oy  Sin.  2tt=o,  Cos. 

2t  = i,  On  voit  par  ces  formules  que  tous  les  Si- 
nus , & tous  les  Cofinus  font  renfermés  entre  les  li- 
mites -w  & — x.  On  a encore  Cos.  u — Sin.  n — . u 

Sin. » = Cos. tt  u ^ ; & Sin.*  -4-Cos**  = 1. 
LXXIII. 

Lemme  2.  u & z étant  des  arcs  du  cercle , dont 
le  rayon  eft  r , on  a les  formules  q’ui  fuivent . 

Sin.  ( u -4-  * ) = Sin.  u.  Cos.  z -4-  Cos.  u Sin.  » 

Cos.  ( u -+.  z ) = Cos.  u.  Cos.  z *-*  Sin.  u.  Sin.  z 


Digitized  by  Google 


io2  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

Sin.  ( u ►—  * ) = Sin.  u.  Cos.  * — • Cos.  u.  Sin.  z. 
Cos.  ( u — z ) = Cos.  u.  Cos.  z -4-  Sin.  u.  Sin.  z. 
On  tire  de  ces  formules  les  quatre  autres  fuivantes . 


Sin.  u.  Cos.  z — 


Sin.  ( h z ) -♦*  Sin.  ( « — z ) 
£ 


^ r*  Sin.  ( u -b  z ) — Sin.  ( u — z ) 

Cos.  u.  Sin.  z = - - - 

2 

~ ~ Cos.  ( U z ) -b  Cos.  ( H -4-  Z ) 

Cos.  U.  Cos.  K — 


Sin.  u.  Sin.  z 


Coi.  ( » — ï ) — Cos.  (*-*.*) 


On  en  duit  enfuite  celles  ci 


Sin. u — <- Sin. z — 2Sin.(~  u z)  X Cos.(^«— . - z ) 
Sin.».  — Sin.  *.=  2 Cos ,(~u  -+-  -^*)  XSin.(-|  # — *) 

Cos.  u -+-  Cos.  z =:  2 Cos.  (“«—♦'^«)X  Cos.  ( u — '-z  ) 
Cos.* — Cos.  u — i Sin.(  X Sin.(-^«  — ~ * ) 


LXXIV. 

LEMME  3.  Parceque  aa  — H bb—(a-+  b — 1 ) X 

{a — b \f — 1 ) , & que  ( par  le  lemme  r.  ) Cos.1— 1-  Sin.1 
= 1,  en  prennant  le  finus&  le  cofinus  d’ un  même  angle 
quelconque,  on  aura  aufli  ( Cos.  -4-  Sin.V—  »)  X (Cos. 
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— Sin.  V - 1 ) = 1 ; & ( Cos.  » -+-  Sin.  u ^ — T)  X 
( Cos.  » — Sin.  u y — 1 ) = ( Cos.  z — Sin.  z V — 1 ) X 
(Cos.  * — Sin.  * V — 1 ) ; 

Si  on  multiplie  Cos.  * — +-  Sin.  z — 1 par  Cos.«-+ 
Sin.  » — 1 , le  produit  fera  Cos.  ».  cos.  * — Sin.  ».  Sia 

* -4-  ( Cos.  ».  Sin.  * — t-  Sin.  ».  Cos.  z ) V — 1 ; mais  on  a 
( par  le  lemme  precedent  ) Cos.  ».  Cos.  * — Sin.  ».  Sin.  z 
= Cos.  ( « -4-  z ),  & Cos.  ».  Sin.  z.  -4-  Sin.  ».  Cos.  z=z 

Sin.  ( « -4-  z ) . Donc  le  produit  ( Cos.  » -4-  Sin.  » V - 1 )• 

X ( Cos.  * — i-Sin.  * V _ j)  = Cos.(«_4-z)_f  V — x 
X ( Sin.  « —4-  z ) . 

De  même  le  produit  (Cos.  «-Sin.  ».V-  1 )X  (Cos.z 

— Sin.  z.  ) — Cos.  (»-+-z)  — X Sin. 

(«-4-*). 

On  trouve  par  un  Calcul  femblable  le  produit  ( Cos. 

rh  Sin.  « V~  ) x ( Cos.  z :±  Sin.  z.  V~')  X (Cos. 

x r±  Sin.  x V — 1 ) = Cos.  (u-i-z-i.x)=hV~iX 
Sin.  ( »— 4-z  — 4-  *). 


LXXV. 

Corollaire,  j.  Donc  fi  1*  on  iuppofe  z ~ », 


io4  Elemens  du  Calcul  inte'gral 
on  aura  le  quarré,  (Cos.  «H^Sin.  » \ -i)\=Cos.  2» 
—h  Sin.  2 ».  V — 1 j & en  fuppofant  encore  x = « , on 
aura  le  Cube  ( Cos.  »^+-Sin.  ».  « )’  = Cos.  3» 

Sin.  3».  V— 1 ;Sc  généralement  (Cos.  » -4- Sin.  » n/~  — »)* 
~ Cos.  nu.  Sin.  nu.  V"  — 1 . 

LXXVI. 

Corollaire.  2.  On  tire  de  la  derniere  équation 

ces  deux  autres , Sin.  nu  y/  — 1 = ( Cos.  » -+■  Sin.  ». 

^ — 1 )"  — - Cos.  nu  y & Sin.  nu  ^ — 1 = Cos.  nu  — 

(Cos.  » — Sin.  « \A  — 1)*  ajoutant  ces  deux  valeurs  & 

divi/ànt  par  2 y/ — 1 , on  trouve  1’  équation  fuivante  . 

(Cos.  u-t-  Siita  ^ — 1)  — ( Co».  h — Sin.«V  — 1 )" 
Sin.  nu.~  - - Z 

i y/—  i 

On  trouve  de  même. 

r.  (Cos.«-*-Sin.w\^ - i )*-t-(Cos.«-Sin.i< V -1) 

Cos.  nu  — - — : 

s 

LXXVII. 

Corollaire.  3.  En  devant  ces  deux  binômes  a 
la  puilfance  n par  la  formule  generale  de  Newton,  on 
trouve  ces  deux  formules  fans  imaginaires  Sin.  nu  =z 

| . (Cos.  «y1  X Sin. ».  — ( Cos.  » )—* 

X 
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1 . »(»—  Q.(»— ■»).(»•—!)■(»  — 4) 


( Cos.  k)"~5 


X (Sin.«)*  — &c. 

Cos.  nu  = ( Cos.  u )n—  ^ 1 ^ . ( Cos.  u 1 X 

( Sin.  »)*  -i-  ( Cos.»  y-4  X 

( Sia.  « )4  -(CoSj<<)^  x 


1.  *.  j.  4- 


(Sin.  w )6  — »-  &c. 


LXXVIII, 


Corollaire  4.  Si  l’on  fuppofe  que  l’arc  u (bit 
infiniment  petit,  on  aura  Sin. u = u,  8c  Cos.  «=i;  & 
pour  rendre  Tare  nu  d’une  grandeur  finie,  il  faudra 
que  n devienne  infiniment  grand  ; ce  qui  réduira  les 
produits  ».  (»  — i),»(»  — 1).(» — 2),».  (»— 1). 

(» — 2).  (» — 3),&c.  aux  puiflâuces  «2,  »?,  »*,&c.Si 

donc  on  fait  l’arc  fini  *=»»,  on  aura  ~ = # — Sin.  u , 

z%  z* 

-l-  = (Sin,«)2y  — =(Sin.«)5&c.;Cos.«  = i;parcoa- 

fequent  toutes  les  puilfances  de  Cos.  « feront  égales  a 
l’unité;  & en  fubfli  tuant  ces  valeurs  dans  les  deux  for- 
mules du  Cor.  3 , on  aura 

O 
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Sin.srix- 


x.  Î.  J I.  Ï.  j.4.  s 


1. 1- 6. 7 
6 


Cos.  z — i' 


I.t.J.4  4-  î'6 

LXXIX. 


-+-&  c. 

-4-&C* 


Lemme  4.  w étant  un  nombre  impair,  on  a cet- 
te formule  generale  des  puiflances  n de  Sin.  u . 

î”-  1 (Sin.  u)n  =rt Sin.» u zf  ■p.Sin.» — 2. 


— Sin.  n — 4.  u zir  — ■ Sin.  n — 6.  « — & c. 

1,2  T 1 • 2 * i 

, n.n  — l.n  — 2 Or.  , 

. . .r± r Sin.  u , » étant  un  nombre  pair,  on 

I . 2 . J . Vc.  ’ ‘ ' 

a la  formule  fuivante 

ï',  — I(Sin.  «)”  = r±  Cos.  hh  — Cos.  » — 2.  »^îr 


9f . « — I • 
1 • 2 


t n.n-l,n- — 2 

Cos.  » 4.  u r±  — - — 


Cos.  n — 6.  u zt  &c. 


».  » — I.»  — 2.  Or. 
1 . 2 . 5 . Or. 


r)x 


Cos. 


0.  u. 


Dans  la  première  de  ces  deux  formules,  on  fe  fer- 
vira  du  figne  fuperieur  lorfque  » = du  li- 

gne inferieur  lorfque  71=4»» — 1;  m étant  un  nombre 
quelconque:  dans  la  fécondé  formule,  on  fe  fervira  du 
figne  fuperieur,  Ion  que  « = 47»,  m étant  un  nombre 
quelconque;  & l’on  prendra  le  figne  inferieur,  lorfque 
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n — imym  étant  un  nombre  impair  quelconque  il 
faut  encore  remarquer  que  dans  la  première  formule  il 
faut  s arrêter  au  terme  qui  eft  terminé  par  Sin.  u ; 8c 
que  dans  la  fécondé  formule  il  faut  s’  arrêter  acelui  qui 
eft  terminé  par  Cos.  0.  u =z  1 , 8c  le  divifer  par  2. 

».  étant  un  nombre  pofitif  quelconque  , on  a la 
formule  fuivante  pour  les  puiflances  du  cofinus. 

2 ( Cos.  u ) = Cos.  nu  — t-  ~ . Cos.  » — 2 • « -+• 

n.rt — 1 _ , n.  m-l.n-i  _ 7 .. 

Cos.  n — A.  M -H Cos.  » — O.  U -+■ 

I . z I . z . J 

— — 1 ^ X Cos.»  — n.u.  ou  X Cos.  »,  Selon  que  n 
eft  un  nombre  pair  ou  impair. 

LXXX. 

, Sin.  _ Cos.  1 _ 

Lemme  s.  tan".  = — ,Cot.=  ~— = — , Sec.  = 
3 0 Cos.  ’ Sin.  t*ng. 

pr-  s Cofec.  = Sin.  ver.  = i — Cos. , d’ ou  l’ on  tire  : 

tang.  X Cos.=  Sin.=^  ; Sec.  X Cos.  — i ; Cosec.  X 

Sin.  = i ; tang.  X Cot.=:  i ; Sinus,  vers,  -h- Cos.  = i. On 
peut  aufti  au  moyen  de  ces  équations  appliquer  aux 
Tangentes,  Cotangentes,  Sécantes,  Cofecantes  & Sinus 
verfes,  les  formules  generales  qu’on  a trouvées  pour  les 

Sinus  & Cofinus  j par  exemple  puifque  Tang.  On 


io8  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

aura  par  le  Cor.  4.  du  Lem.  3.  cette  formule  generale. 

J 


x — 


Tang.x= 


1.  ». 


1. 1. 


».  ».  J.  4.  5.  I.  ».  5.  4-  M-7- 


— V&c. 


».  »•  J-  4- 


».  ».  j.  4.  J.  6. 


— *-&c. 


LXXXI. 

Theoreme  1.  « étant  toujours  un  arc  de  cercle 
dont  le  rayon  cil  1 , on  aura. 

1»  du  — —Sin~  * , par  confequent  d.  Sin.  u=du 
X Cos. u,  u =z  S.  8c  Sin.  u=  S.  du  X Cos.  u 

2 o </»  = — d'^0i  “ , par  confequent  </.  Cos.  w = 
— X Sin.«,»  = 5'.  — dC?'JL  & Cos.  k = S — fl'wSin.w 

7 Sin.  w 

3 0 « = — - — L.  ( Sin.  w V - 1 Cos.  u ) . 

3 * t/~  V V . 

1 _ / Cos.  « -►  Sin.  « — 1 \ 

4f  U—  —=-.!»(  —J 

— x ^Cos.  w — Sin . k/ — 1 7 

La  première  Scia  fécondé  parties  de  ce  Theoreme  ont 
été  démontrées  ( Art.  lui.  ) ou  Nous  avons  fait  voir  que 
fi  1’  on  fuppofe  fin  u = *,  8c  par  confequent  Cos.  u — 

y TZTx  , on  a du  = ; & que  fi  l’ on  fuppofe  Cos. u 
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= x,  & par  confequcnt  Sin.  u =V  x — xx  , on  a du 

d x 

— 1 • 

1 XX 

On  démontré  la  troifieme  partie,  en  prouvant  que 
la  différentielle  du.  V — ieft  égalé  a la  différentielle  lo- 
garithmique deSin.«  V— i -4-Cos.  «,  ouque,  du.  V-—  i =• 

d,  Sia.  u.  Ÿ — i -i»  A,  Cos.  u «.  . 

= y ou  encore  que  — Sin.  udu 

Sin.  *.  l/—  i -t-Cos.*- 

Cos.  U du . V-  i = rf.Sin. u.  — i— +-</.  Cos.  « Or  par  la 
i*,  partie  de  ce  Theoreme.  d.  Sin.  » >f — i = Cos.  u du. 
yf — i , & par  la  2 e.  partie  d.  Cos.  u = — Sin.  « du.  Donc 
d.  Sin.  u.  — x d.  Cos.  u = — Sin.  u du  -+-  Cos.  u du. 
V^T  C.  F.  D. 

Pour  démontrer  la  quatrième  partie,  ilfuffit  de  prou- 
ver que  1 — . L ( Sin.  u V — x — +-  Cos.  u ) = — ■ 

4 K-TT 


# Cos.  u -«-Sin.w.  — <\  t / r"  . r 

L ( — j , ou  que  î L.  ( Sin.  » V — 1 

'Cos.  « — Sin.  « Ÿ — i ' 

. „ / Cos.  u -t-  Sin.  ».  i \ 

Cos.  u ) = L ( ) , ou  encore  que  (Sm.« 

'Cos.  u — Sin.  »•  u'  — i 


, Cor.  » -£Sin.  «. 

<[—  i — i-  Cos.  u ) — — , ou  que  Sua 

Cos.  n — Sin.*-  \/ — i 
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*V I —H  Cos.  U = - 


— — , ou  en  fin  que 

Cos.  n — Sia.  u if — s 

( Sin.  u — i -+-  Cos.  « ) X ( Cos.  » — Sin.  » V— i) 
— i.  Ccqui  eft  évident  par  le  Lemme  3.  donc  &c. 
C.  F.  D. 

L X X X 1 1. 

Corollaire  i.  En  multipliant  la  formule  » =: 
-jL(Cos.«  — t-Sin.a  V—i)  par  uu  nombre  quelcon* 


t 

r-  X 


que  »,  on  aura  »»  = — Lr i- ( Cos. « -4-  Sin.»  V— 1 ) 


n 

-L.(Ox.u-t-Sm.u'/ — 1 1 =£.(Cos.k 

Sia. u.  V=?r”  V~'-L. ! 


1 


(Cos.  *.-+•  Sin.  k.  V—  j) 

— L.  ( Cos.  u — Sin.  « v — 1)  ; Car  = 

: — »V — 1;&  par  le  lem.  3. 


Co.  u -t-  Sin.  h.  if  — 1 


= Cos.  « — Sin.  » V" — 1 « 


LXXXIII. 


Corollaire  2.  Puifque  »»  — — =L.  (Cos.» 
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-t-  Sin.  » \[ — i ) ; en  multipliant  de  part  & d’ autre 
par  V—  i , on  aura  ( Cos.  »-* 

Sin.  « V — i ) = JL  ( Cos.  u -+■  Sin.  u V — i )*  = L. 

I 

(Cos.  h -+■  si». h U CCos.« — Sin. uyj-i)~*. 

LXXXIV. 

Corollaire.  3.  Suppofé  que  e foit  un  nombre 
dont  le  logarithme  eft  l’unité,  ou  Le  = j-f  on  aura 

(par  le  Cor.  1.)»».  Le=L.(Cos.u-i-Sin.uV—i)~n  l'~x 

~ L.  ( Cos.  u — Sin.»  V — 1 )"  1 , ou  L.  em  ~ 

L.  ( Cos. « -h- Sin. « — L.(Cos.«  — Sin. 

«V — 1)"  ~ par  confequent  <?”"  = ( Cos.  « -t-  Sic. 
u\f —1  ) " ~~I~  (Cos. » — Sin.«  V — 1)"^  1 « 

L X X X V. 

Corollaire  4.  Dans  la  même  fuppolîtion  de 
Le=i;  on  aura  par  le  Cor.  2.  e"u  — « = ( Cos.  » 
-+-Sin.  k V — • 1 )”=:  (Cos.« — Sin.»  V 1)  " ; par 
confequent  e~nu  ‘/~1  = ^=r  = ( Cos.  y -+•  Sin. 

1/  ' 


Digitized  by  Google 


ii 2 Elemens  du  Calcul  inte'gral 

u'J — i)—' *=(Cos.  » -Sin.  «V  — i)-*’".  Or  par  le  Cor.  2; 
du  Lemme  3. 


Sin.  nu 


, (Cos.  h -i-Sm.  « — i ( Cos.  * — Sin.  u — i )* 


8c  Cos.  nu  = -j  ( Cos.u— t-Sin.w  — 1 )* -+■  (Cos.  u — 

Sin.  u\f  — 1 )" . Donc 


Sin.  n«  = 


nu  Ÿ — I —nu  — 1 

C —hrC 

Cos.  nu  = 


Et  fi  V on  fuppofe  n — 1 , on  aura  Sin.  u =±= 


LXXXVI. 


Corollaire  5.  Si  1’  arc  « & le  nombre  » font 

réels , les  logarithmes  imaginaires  — L.  ( Cos.  u -+■ 

S—i 


Sin.wV — l)  ou  L.  (Cds.  K—»-Sin.  u V— ■ -1  )“"  , 8c 

n\f — i.L(Cos.k— «Sin.» V — -i)  ou  £,(Cos.# — Sin. 

«V — 1 )" l/~‘1  feront  des  quantités  réelles  — nu,  par  le 

Cor. 
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Cor.  1 ; & dans  les  mêmes  fuppofitions  les  quantités  ex- 
ponentielles (Cos.«— t-Sin. « V — i)— " —I  8c  ( Cos. u — 

Sin.  » V — 1 feront  aufli  réelles  Sc  — e™  auflibien 

nu  y — i — nu  y — 1 

^ f “““  6 

que  Tes  exponentielles — ■ ■ =Sin,  nu  ^ 8c 

z y^-L 

n«  P— » —nuïy~\ 
t — he 

• — =Cos.  nu . 

2 

Au  contraire  les  Logarithmes  L.  ( Cos.  u — Sin, 
»V — i'j"  , & L.(Cos.« — Sin.» V — -i)*  feront  des  quan- 
tités imaginaires  em  8c  e~n*  , 

LXXXVII.  . . 


THEOREME  2.  1°  du=z — 

i -+■  (Tang.  *)* 


rf.Tang.  * - 
( Sec. u y 


par  confequent  du  ( r-vTang.  u j=^»(Sec.«)1  =</.Tang. 


*;  u=zS.  --W•T*nB•,,  =S.  -T'ine-" 

i -<-(Tang.»i*  ( Sïc,«  )* 

...  — ,1 
Co  s.  u , 


S.  d.  Tang.  u 


2?  » = — - — , l( 

*y~i  \i  — Tang.  u y~—i/ 

P 
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. . i/H7 

— i 


3.  Tang.«  = - — 


, en  fuppofant 


L.c~  i . 

La  première  partie  de  ce  theoreme  a été  demon- 
«reé  (Art. lui.),  ou  ayant  fupposé  Tang.«  = x & par 

confequent  (Sec.«)*=i  — Hxx,  on  a trouvé  du=-^—  . 

Démonstration  de  la  fécondé  partie.  Tang.x^: 

— — , ou  Sin. «=Tang. «Cos. «,(Lem.  5.) . Donc  en 

. Cos.  u 

fubftituant  Tang.  u Cos.  u V — 1 au  lieu  deSin.xV— -i 

r Cos.  u -+  Sin.  u (Cï 

dans  la  formule  « = — — . L — 

— t Cos.»  — Sin.  ut'' — 1 


trouvée 


dans  le  theoreme  r.,  on  aura  « — 

■ Cos.  u -«-Tang.  u Cos.  u 


^ / Cos.  « Tang.  u Los.  » v — 1 \ 
\ Cos.  u — Tang.  « Cos.  h l/ — x J 


iS—l 

, & en  divifant  le  numé- 


rateur & le  dénominateur  par  Cos. « on j,«= — —=• 

a«— 1 

L.(  1 p. 

\ 1 — Tang.  « 1 ^ 

On  démontré  de  même  la  3*  partie.  Car  quifquè 


par  le  theoreme  precedent  Sin.  « =- 


e~  1 — e~"  1 
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JI5 


& Cos.  u — : on  aura  Tang.  u — 

Z * ° 


Sin.  « 
Cos.  » 


V— i e-»^)  V^rCf** 


en  divi&nt  le  numérateur  & le  dénominateur  parc 
C.QF.D. 

LXXXVIII. 


Corollaire.  Puis  que  Tang.»  = — - — (Lera. 
en  fubflituant  — - — au  lieu  de  Tang.  u dans  les  deux 
dernieres  formules  du  theorcme  precedent,  on  aura. 


i ° 


1 ..  ( Cor.  \ 

o « = — zr- -M — — )• 

* F — 1 , cbt.  u — y'— i * 

2 0 Cot.  K= — V 


z u y — i 


L X X X I X. 


■ . ■ 1 

Theoreme  3.  </«—  — d.  Cot.  u Sin.  h j par  confe- 

quent«=5' — d. Cor. u. Sin. u . </.Cot.«  = — — ,8c 

1 ’ ( Sin.  « ’ 

_ du  s 

Cot.  u = S 

( Sin.  « )* 
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Démonstration. </«  =77^— =</-Tang.«  (Cos. 

£ SCC.  H )• 

x Sin. « 

*»)•  par  le  Theoreme  3.  or  Tang.  «=  = — par 

, J-  Cot.  « 

le  Lem.  5.;  par  conlecjuent  d. Tang. u — — {c0:~}  ~ — 
* 

d. Cot.  u.  ■ S‘n'  **— . Doac  du=z — d.  Cot.  » ( Sin. u )*  . 

( Cos.  « )* 

C.  6X  F.  D. 

XC 


- - t 

Corollaire  . Puîfque  ( Lem.  5.  ),Cofec.  u = ; 


on  auraaufli<^K  = - 


d.  Cot.  » 
(Coiec.  « )»  5 


u~S 


d.  Cot.  * 
( Coiec.  k ;* 


d.Cot.U 


= — J«.  (Cofcc.  MJ*  , & Cot.  M = S.  — du  ( Cofec.  m )* . 
XCI. 


. dSec.  m C Cos.  «)*  r ^ 

THEOREME  4.  du= — ; par  confcquent 

^ Ssiu  m 

n = 5.^  5c  </*Sec.»  = /^7~~  , & Sec  m 


Sin.  0 


( Cos.  «.  )* 


= 5. 


du  Sin.  u 


( Cos.  « )* 

Démonstration.  Sec.  w= — (Lem. 5.);  en  dif- 


d.  Cos.  0 x* 

férentiant  </.  Sec.  u = — — — - , d.  Sec.  «.  ( Cos.  m J — . 

( Cos.  «)* 
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"7 


, — d.Se c.  « ( Cos.  u )*  d.  Cos.  u , , . 

— fl  Cos. k , — —du.  ( Theore.  i.  > . 

Sin.  « Sin.»  v ' 


C.  £>.  F.  D. 


XCII. 


Corollaire  i.Puifque  (Lem.  5.) -i^-Z.=Tang.«, 


, Sin. « 

& = Sec.«:  oa  aura  — : =: Sec.  u.  Tang.  », 

Cos.»  ’ (Cos.*)*  0 * 


& 


( Cos.  u )*  t 

Sin.  « Scc.h  TiBg.D 

d.  Scc.  n 


__  , d.  Sec.  u ( Cos.  « )* 

. Donc  du  — — ^ 

Sin.  0 


- — , u = S.  d' Scc'-*- — , d.  Sec.  «.  = du.  Sec.  » . 

Sec.  «Tang.  « 1 Sec.  «Tang.  0 

Tang.  u , 8c  Sec.  u = S.  du.  Sec.  u.  Tang.  ». 

XCIII. 

Corollaire  2.  Puifque-j4^-=Cofec.«(Lem.5.) 

du  — d.  Sec.  u ( Cos.  u y . Cofec.  u ■ 8c  u — S.  d.  Sec.  u. 

( Cos.».)’ . Cofec.  » ; 8c  puifque  Cot.  u = , on 

aura  aufll  du  = d.Ssc.  «.  Cot.  «.  Cos.  u=zS.  d.  Sec.  u. 


Cot.  «.Cos.  u • d.  Sec.  u = - 


du 


Cot.  « Cos.  « 

XCIV. 


, 8c  Sec.  «=  S. 


du 


Cot.»  Sin.» 


— . d.  Cofec.  u ( Sin.  « )*  _ 

THEOREME  5.  fl«  = — ; u=S  — 

3 Cos.  u ’ 
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d Cofec.  k ( Sin.  « )l_  ^ & Cofec.  * = 

’ (Sin.  « ) 


S.  — 


Cos.  « 
d i.  Cos.  » 
( Sin.w  )l 


Démonstration  . Cofec.  u — (Lem.  5.)  ; en 

difTérentiant , d Cofec.  u — 7 ; — d Cofec.  u (Sin.  u )• 

(Sin.*)1 

. d Cofcc.  #.  ( Si n.  «)v  d Stn.  h , , „ 

= à Sin.  u , — — = -- = du  ( Theore- 

me  r.  ) Donc.  fltc.  C.  j£J.  F.  D. 

. XCV. 

Corollaire.  On  peut  au  lieu  de  ■■  fubfli- 
tuer  différentes  valeurs,  qu’on  trouve  aifement  par  les 
formules  du  Lemme  5.  Sec. u = — ,Cofec.«=-r-î — 

J Cos.  u 1 oin.  u 


ou  Sin.  u s= 


Sin.  h 


Cos.  » 

. = Tans  u , Cot.  « = ou 

Colec.  u ' Cos»  * ° Sin.  « 

= — — ; par  exemple  en  fubftituant  cette  demie- 


Sin.  u 


Cos.  u Coc.  u 


re  valeur  — - — au  lieu  de  j'"— , on  aura  du  = — 

Cnr.  u.  Cos.  u * 


Cor.  U 

d Cofec.  u Sin.  u 


= — d Cofec.  u.  Tan",  u.  Sin.K. 

Cot.  u • 0 

XCVL 

Theoreme  6.  du  — ^g.'  V*r’  - ; par  confequent 
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iij 

u = S. a S‘n'  * er' - , d.  Sin,  ver.  « = du,  Sin.  u , Sin.  ver.  u 
= S.  du • Sin.  u . 

Car.  Sin.  ver.  u = x — Cos.  u ; en  différenciant  d.  Sin. 

d Cos.  H 

Sin. « ’ Sin. < 

reme  i.)  C.  F.  D. 


d Sin.  vers,  u 

ver.  u =z  — d Cos.  u ; — = • 

9 Sin.  m 


-=  du.  (Theo- 


XCVII. 


Lemme.  (Cos. 9 — H — i Sin. ç )w  = Cos. m 9 -+ 

V — 1 Sin. wç,  9 dénotant  un  angle  quelconque,  8cm 
un  nombre  quelconque.  Ce  Lemme  a déjà  etc  démon- 
tré (lxxiv.) par  les  feuls  principes  de  Trigonométrie;  mais 
nous  joindrons  ici  une  autre  demonftration  dépendante 
du  Calcul  différentiel,  dont  nous  ferons  ufage  en  fuite. 
En  prenant  les  logarithmes,  on  aura  par  la  fuppofition. 

m L.  ( Cos.9-+-V^ — 1 Sin.9  ) —L.{  Cos .«}-+  V — 1 
Sin.wç),  8c  en  différentiant,  traitant  l'anglef,  comme 
variable,  on  aura  (lxxxi.) 

m Je  Sin.  9 -*■  md  9 Ÿ- — t Cos.  9 

Cos.  9 -*■  F—  1 Sin.  ». 

m d 9 Sin.  m 9 m d t>  ^ — 1 Cos.  m 9 

~ — y 

Cos.  m 9 -*•  v — i Sin.  m P 

8c  multipliant  les  numérateurs  par — V — on  aura, 


120 
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, ( Cos.  » -t -If — i San.  • ) , ( Cot.  m » T Sin.  >«*  \ 

md<f = -=zma<f — , 

Co*.  9 -*•  — i Sin.  9 Cos.  m « -+■  trzrx  s in.  m P 

c’eft  adiré , w ç =t;w ci 9 , équation  identique;  donc  Scc. 


XCVIII. 


Theoreme  7.  Toutes  les.  quantités  imaginaires  de 
quelque  forme  quelles  foient,  pouvent toujours  fe  rédui- 
re a l’ expreflion  M-*-N^ — 1,  dans  la  quelle  Af,  A7, 
font  des  quantités  réelles. 

Démonstration.  Nous  diftinguerons  toutes  les 
formes  poflibles  des  quantités  imaginaires. 

1.  Soit <7 -+•  — t,  une  quantité  imaginaire  3c 

m r cxpoCint  réel  de  la  puiflance  («-ni  V — 1 )"  , on 
pourra  toujours  réduire  cetre  expreflion  a la  forme  M 

h-nV-i".  Faifons  V aa—¥bb=.c , & cherchons  l’ an- 
gle 9,  tel  que  fon  Sinus  foit  =~  , 8c  le  Cofinus 
il  eft  clair  qu'on  pourra  toujours  trouver  cet  angle 
<Py  quelques  foient  les  quantités  <*,  b,  pourvû  quelles 
foient  reelles.  Or  aiant  trouvé  cet  angle  9 , qui  fera 
toujours  réel,  on  aura  en  meme  temps  tous  les  autres 

angles  dont  le  Sinus  — 8c  le  Cofinus^-  font  les  mêmes. 

Car  prenant  pour  1’  angle  de  180°,  tous  ces  angles 
feront  ç,  z-n  — +•  9,  4.77  — 9,  6 tt  — v 9,  8 n — *■  9 &c. 

aux. 
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aux  quels  on  peut  ajouter  ceux  cy  — 2 ■*■-+-  9 , — 4. 
-+-9,  — <5  -n-  -+•  9 , — 8-W-+9  &c.  Cela  fupposé , on 

aura  a-*r  b sf  — 1 = c ( Cos.  9 -4-  V — 1.  Sin.  9.  ) 8c 

la  puiflànce  proposée  ( a — b V"  — 1 )"  = c”  ( Cos.  9 -4* 

V — 1 . Sin.  9.  )".  Or  ( Lem.  prec.  ) ( Cos.  9 — t-  V — 1 . 

Sin.  9 )"  = Cos.  m <p-+V  — 1 . Sin.  m 9 . Donc  ( a — H b 

V — 1 )'”  = r"  (Cos. r?»9— +-  V — 1 . Sin.  m 9.  ) 8c  par 

confequent  en  faifant M-c".  Cos.m<py8cN=zcm.  Sin. 

m 9,  la  puiflànce  {a-*-b  V- — O"  > & réduit  a la  forme 

2°  On  pourra  toujours  réduire  a F expreffiort  M 

-+nV— 7,  toute  quantité  réelle  pofitive,  dont  1’ expo- 
Tant  eft  une  quantité  imaginaire.  Soit  ay  une  quantité 

réelle  pofitive > 8cm—+n>f — 1 1’  expofànt  de  b puiflàn- 
ce,  de  forte  qu’il  faille  cherchér  la  valeur  imaginaire 

de  Soit  fait  =zx-+y\f~ T., 

on  aura(w— t-»V*  — 1 ')L.a—L.Çx— \-y  V— 1),&  en  pre- 

nant  les  différences,  fuppofant  <7,#,/,  varia  blés,  on  aura h 

nd*V—\  dx-t-dy^—t xdx-yydy  f xdy—ydx^^ 

' 77^7  »*■*//  "v  **-*■/*  • 

Q 
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y i j & égalant  feparément  les  nombres  réels  & ima- 

. md  a x d x -t-y  dy 

«'maires , nous  aurons  ces  deux  équations  ~ ~xT^Jÿ~i 


fiç 


a 


rxdy—ydx 
\ xx  ~+yy 


ceft  a dire  nda-  = 
* 


xj  ^ en  int(igrant,  mLa—L,  V **-+//  , 

xx-t-yy 


dou  l’on  tire  am  — V , 8c  nLa , égal  a un 

.J 

arc  A dont  la  tangente  eft—^— ; ou  — - = Tang. 

° X 7 X 


dans  laquelle  égalité  L.  a marque  le  logarithme  hyper- 
bolique de  la  quantité  réelle  pofitive  a , laquelle  aura 
par  confequcnt  une  valeur  réelle.  Prenant  donc  dans  un 
cercle  dont  le  raïon  = i,  un  arc  = nL.a,  on  aura 


a caufe  de 


V x x y °m  ■> 


X—am.  COS.  « L.a  , & y 


— a*.  Sin.  »L.æ,  les  quelles  valeurs  étant  fubftituées  a 
la  place  de  x8c  y on  trouvera  1 =x-f y — -i 

=z  a*.  Cos.  nL,  a -+am.  Sia.nL.aV — I.  Donc  la  quan- 

i 

tité  imaginaire  am~*n  1 eft  comprife  dans  la  forme 

M-t-NV"  — i j puifque  </,  eft  une  quantité  réelle  po- 
fitivç. 

3 ® Il  refte  le  cas  d’ une  quantité  imaginaire , telle  que  a 
-\-bV  — i ,elevée  a une  puilfance  dont  l’expofant  foit  ima- 
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ginaire  m— \-n\f — »i;ce  cas  eft  aufli  compris  clans  la  forme 

_____  — m-+nl' — i 

— x Car.  foit  a-y-b  \f  — j z=zx-¥y 

V — i,  on  aura  en  prenant  les  logarithmes 

\f — i)L.(a-+bV — i)=L'x-f/\^ — i).  Et  en 
prenant  les  différences  d.L(x-h y V — x )=  -|. 

xx-+;; 

(xdx — ydx)  '■  ^ m(ada-*-bd  b)  ^ n (ad  a-+b  d £)  *- — l 
XX-^jy  a a -*■  b b *a-*-bb 

| ’”(“"^‘>da)l'~  _«(adb-bda)  ^ & en  egalant  fe. 

aa-^rhb  a a -*■  b b 

parément  les  membres  réels  & imaginaires,  on  aura 

m{a  d*  -+  bdb)  n {a  d b — bd  a)  X d X -*•  y dy  m(a  d b — b d a) 

• 7-, = : — OC — — 


XX  -+-JJ 


n{ad  a -+■  bd  A)  xdy — ydx 

aa  -*■  bb  xx  -*■  y y 


. Pour  en  prendre  les  inté- 


grales, foienr  V aa-y-bb  — r,  & l’arc  A dont  la  tangen- 
te-= 9,  ou  bien  finus  9 = -~,  & Cos.  <p  = ~ , d’ou 
l’on  peut  toujours  trouver  l’angle  9;  Car  fi  l’on  fuppofe 
que  c = V aa-y-bb,  nos  intégrales  feront  mL.c  — «9 
= L.V x#— !-//>  »»  9 — w i.  c = A.  Tang.  ~ , donc 


xx-+yy  — cm  e nv  , mettant  c pour  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  — 1.  ainfi  pour  trou- 


Digitized  by  Google 


124  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

ver  les  valeurs  de  x,  & de  /,  de  1’  équation  ( /*-+-/> 

V — ■ i ) m " t/— 1 — x—hy  V — x , aïant  posé  c =r 

a^'aa->rbb,  & pris  1’  angle  9.  tel  que  Cos.  9 = ~, 

& Siu.  9 on  aura. 

x — c"‘c — "*  Cos. (m<p—h/;L.c.) 

y = cme — . Sin.  ( m 9 — t-  n L.  c.  ) . 

Et  par  confequenr  x -+■  y V — 1 = ( a -+•  b 

V — * cft  reduflibile  a la  forme  M-+  N 

v~. 

De  plus  fi  les  expofims  etoient  eux  mêmes  des  puif- 
fances  dont  les  expofans  fuflent  imaginaires,  ils  fero- 
ient  encore  compris  fous  la  même  forme;  Car  fia,  (3, 
3,  font  des  quantités  imaginaires  de  la  forme  M—*-N 
» 

V — 1 , la  quantité  a feroit  aufli  comprife  dans  la 

y 

même  forme , puis  que  1’  expofant  /3  eft  reduélible  a 
cette  forme. 

4°  Il  eft  évident  que  toute  fonflion  formée  par 
addition,  fouflraélion , multiplication  ou  divifion  d’au- 
tant de  formules  imaginaires  que  ce  foit  de  cette  for- 
me M~\-  N V — 1,  fera  toujours  comprife  dans  la  mê- 
me forme,  JW— *-nV  — 1 . Car  qu’on  imagine  plufieurs 
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formules  imaginaires  a— 1-/3  V — i ; 3— *-<A  — i , c -+■ 

% V — i , n->r  fl  V — i &c.,  il  eft  clair  qu’  en  ajoutant 
enfemble  ces  formules  , ou  en  retranchant  quelques 
unes,  l'exprelTion  qui  en  refultcra  fera  toujours  comprife 

dans  la  forme  M-+lvV  — i,  en  foifant  a — ♦*3-+-r-+- 
tt~My  8c  0— *- <T-4-z— +-fl=AT.  Il  n’  eft  pas  moins 
clair  que  fi  on  multiplie  deux  ou  plulieurs  de  ces  for- 
mules, on  aura  un  produit  de  la  forme M-+- N V— - 1 ; 
Car  le  produit  de  deux,  a-¥p>f — i&S’— t-J'V  — i , 
etantaâ- — t-(a J'.— +-/3S-)  V"  — x eft  de  la  même 
forme  que  — i,  laquelle  étant  outre  cela 

multipliée  par,  — i,  donnera  encore  cette  for- 

me & ainfi  de  fuite.  Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  la 
divifion . Il  eft  clair  que  ce  cas  fe  réduit  toujours  a une 

jf  ■+  B ^ i 

fraélion  de  cette  forme  , dans  laquelle  le 

numérateur  8c  le  dénominateur  font  compofés  par 
les  trois  premières  operations , addition  , fouftraflion , 
multiplication,  d’autant  de  formules  imaginaires  qu’on 

voudra  de  la  forme  M-+N — i,  or  cette  fraélion 
peut  toujours  fe  réduire  a une  autre  dont  le  dénomina- 
teur eft  réel,  en  multipliant  haut  & bas  parC — D >/  — x ; 
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car  alors  on 


aura 


AC  -+B  D 4-(SC- AD)  t 
CC-fiD 


& en  fai-* 


faut  M— 


AC-4-BD 
CC  + SÛ 


&Ar= 


BC  — A D 
CC-fBD  ’ 


on  aura  cette  for- 


me JVf— H A/V  — i . 

50  II  eft  auITt  évident  que  toutes  les  puilTonccs 
dont  l’expofant  eft  un  nombre  entier  pofitif  d’une  for- 
me imaginaire  A— t-  B V — 1 , auront  toujours  la  mêm€ 

forme  M-+-N  — 1,  puifque  ces  puiflances  fe  forment 

par  la  multiplication  . De  plus  puifque  la  puilfance 

(A-+B  V—  i )*  eft  contenue  dans  la  forme  M-+-.V  V — 1, 
fi  n eft  un  nombre  entier  polit  if;  la  même  forme  aura 

lieu , fi  n eft  un  nombre  entier  négatif,  car  (A-\-B  V" — J 


eft  = 


I 


qui  fe  réduit  a la  forme 


■ — , or  cette  forme  fe  réduit  en  multipliant 

M-t-NlS—i 


haut  & bas  par  M — nV — 1 a cette  autre 


m_nK_, 

Ai  M + NN  ’ 


6°  La  forme  generale  — 1 , comprend 

aulTi  le  cas  de  N=o  & par  confequent  toutes  les  quan- 
tités réelles.  Donc  joignant  enfemble  par  les  quatre  ope- 
rations precedentes,  non  feulement  des  formules  imagi- 
naires de  la  forme  Af— t-IvV — 1 , mais  aufft  des  réel- 
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les;  cette  forme  fera  toujours  comprife  dans  l’exprefiion 

— 1.  Enfin  il  peut  arrivér-  que  ce  produit 
quoique  formé  de  formules  imaginaires  devienne  réel, 
les  imaginaires  fe  detruifant  mutuellement,  ou  rendant 

N—o,  alors  le  produit  dea— *-/3  V — 1 para  — — 1 

eft  réel. 

70  Enfin  de  quelque  puiflance  qu’on  extraye  la 
racine  ou  d’une  quantité  réelle  ou  d’une  imaginaire  de 
la  forme  — 1 , les  racines  feront  toujours  ou 

réelles  ou  imaginaires  de  la  même  forme  M—hnV  — I. 

Soit  m l’expofant  de  la  puiflance  dont  on  veut 
extraire  la  racine,  de  forte  qu’on  ait  a confiderér  les 

m m 

valeurs  de  V <*  , ou  de  V a-\-b  tC. , car  celle— cy  fe 
change  en  celle-la,  faifant  b~o.  Il  faut  donc  démon- 

I 

trér  que  a-+b>f — 1 m efl:  contenû  dans  la  forme 

— 1 , quelque  grand  que  foit  le  nombre  m. 
Pour  le  demontrér  foit  cherché  un  angle  9 tel  que  là 

tangentç  foit  =->  ou  en  faifant  yf  a a— \-bb=c,  foit 
pris  l’angle  9,  tel  que  fon  finus  foit  — & le  cofi- 

nus=  ^-,on  aura<7-+-£  V — 1 ==c(Cos.  9— f- V — i.Sin.9), 
puifque  Cos.  9 = , & Sin.  9 = ~ . Car  ces  deux 
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expréffions  font  identiques.  Or  il  eft  démontré  (xcvïl.) 
qu’une  puiflknce  quelconque  d’une  telle  forme  comme 

(C0S.9-+V — 1.  Sin.?)”  eft  = Cos.  — 1. 

Sin  rwç,  quelque  nombre  que  foit  w,  affirmatif,  ou 
négatif,  entier  ou  rompû  ou  même  irrationel.  Cela. 

x m x 

pofé  on  aura  (<j— +-<5  V — 1 ) m = sfa-+b  x = cm 
( Cos.  - 9-+-  V — i.Sin.  -«p  ). 

Donc  puifque  c — aa-\-bb  eft  une  quantité 
réelle  & pofitive,  Sc  par  confequent  auffi  l’angle  9,  fa 

partie  ~ 9 avec  fon  finus  & fon  cofinus  font  auffi  des  quan- 

m 

tités  réelles.  Donc  V (<*— \rb  SZI7)  ou  (Cos.^  <f-+V — 1. 

m 

Sin.  ^ 9)  V c , appartienent  k la  forme  M -t-  N V*— T. 
Or  m peut  marquer  urt  nombre  quelconque.  Donc 

en  general  lexpreflion  a-t-b*/ — 1 , quelque  nombre 
que  foit  mpofitif,  ou  négatif,  ou  entier,  ou  rompû,  ou 
même  irrationel , eft  toujours  comprife  dans  la  forme 

M~¥N\f  — 1.  Donc  par  l’énumération  de  tous  les 
cas  poffibles,  nous  avons  démontré  que  toute  expreflion 

imaginaire  eft  reduélible  à la  forme  M-+NV  — 1 . 

Théo- 


Digitized  by  Googli 


I.  Partie.  Ch ap.  III.  np 

XCIX. 

. Theoreme.  La  quantité  imaginaire  a-rhb^ — 
dans  la  quelle  <*,  & b font  réelles,  peut  toujours  Ce 

réduire  k la  forme  Cos.  V-+  Sin.  V>f  — i . 

Démonstration.  Soit  pris  lare  F dans  un  cer- 
cle, dont  le  rayon  eft  r — \f  aa-+bb , & prenant  l’arc 
» dans  un  cercle,  dont  la  rayon  eft  l’unité,  on  aura 
Cos.  V—r.Cos.  »,  & Sin.  /^=r.Sin.  » r 8c  par  con- 

fequent  a-t-b^—i  ~ r.  Cos.  u -4-  r . Sin.  » \f  — - 1 , en 
fuppofant  que  les  arcs  V 8c  » font  femblables , ou  d'un 
même  nombre  de  degrés-  Car  û l’on  prend,  l’arc  V 

dans  un  cercle  y dont  le  rayon  r ==  V * it-+b  b y 8c 
qu’on  faffeCos.  V—a,  on  aura  Sin  \f  rr — (Cos.  J')1 

— a a -4-  b b — aa^by  8c  les  arcs  8c  »,  étant 

têmblables  , on  aura,  i:  r=Cos.  »:  Cos.  r . Cos.  » 
8c  î : r=  Sin.»  : Sin.  V=.r.  Sin.».  Donc  r.  Cos.  «rtr- 

Sin-»  V^ï  =3  Cos.  V-±  Sin.  V V~i  C.  Q F.  D- 

C 

Corollaire  ï.  Lorfque  nous  avons  démon- 
tré que  toute  quantité  imaginaire,  peut  fe  réduire  à 

la  forme  Af-t-ATV — i,  M 8c  N étant  des  quantités 
réelles,  oa  doit  fuppofér  que  M 8c  N peuvent  aufli 

R 


130  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

etre  = o , Car  il  e(t  évident  que  b V — i , ne  peut 

fe  réduire  kla  forme  M—bN  V — x , k moins  que  l’on 
ne  fuppofe  M—oy  & N=by  puifqu’aucrement  dans 

l’équation  M-bN  V — i — bV — x , la  quantité 

réelle  M,  ferait  égale  a l’imaginaire  b — N sf  — i ; ce 
qui  elt  contradictoire . 

CL 

Corollaire  %,  Puifque  nous  avons  démontré 
que  l’arc  u=z~db- — - . L (Cos.  u ^tSin.«  — x), 

en  multipliant  de  part  & d’autre  par  r»,  on  aura  rnû 
= L.  (Cos.  u ^b  Sin.  u\f~i)  = L.  (Cos.  u H; 

Sin.«V^ — i)  Tnl/  *,  &(Cos,».r!:Sin.» V — i)”r"  * 

=eern",  quantité  toute  réelle,  lorfquc  r,  »,  u font 
réelles.  Or  la  quantité  M-bN'J — x pouvant  tou- 
jours fe  réduire  'a  la  forme  r Cos.  u — f-  r Sin.  u — i , 
on  aura  - —b  - V — i = Cos.  u ~b  Sin.  u V — x = 

r r 

a-bbV  — i,  en  faifant  »=-  8c  b~~;  d’où  l’on 

7 r r ' 

y ^ 

tire  ( a-bb\ / — x)  — e,un , quantité  toute 

réelle  . Donc  lors  qu’on  dit  que  la  quantité 
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(«-)•{  V — *;  peut  toujours  fé  réduire  îi  la 

forme  — 1,  quelque  (bit  w,  on  doit  enten- 

dre que  m étant  une  quantité  réelle  =ttr»,  N;  fera 

o,  dans  la  formule  M-i-N  V — 1;  ce  qu’il  faut  bien 
obfervér. 

Remarque.  On  peut  demontrér  par  les  princi- 
pes précedens  le  célébré  Théorème  de  M.r  Cotes,  & 
quoique  nous  n’en  Giflions  dans  la  fuite  aucun  ufàge. 
Nous  ne  devons  pas  omettre  une  proportion  auïïi  fa- 
meufe.  Soit  l’arc  fimple  A , le  double  CoGnus  ou  la 
corde  du  complément  de  cet  arc  x,  foit  l’arc  multiple 
nAy  dont  L corde  du  complément,  ou  le  double  Co- 
fmus  2 c,  & foit  le  diamètre  ir,  on  aura  le  double 
CoGnus,  ou  la  corde  du  complément  pour  les  arcs  mul- 
tiples. 


oA=ir 
j A=x 
zA—x*  — 2 rl 
%A=xJ  — 3r2# 
& c. 


Comme  on  le  déduit  aifément  des  premières  Ar- 
ticles de  ce  Chapitre,  & comme  il  eft  démontré  dans 
tous  les  Livres  de  Trigonométrie.  En  general  l’équation 
entre  x corde  du  complément  de  l’arc  fimple  A,  & 
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jf,  «lie  du  complément  de  l’arc  multiple  n A,  fera 

1 r2  x” — 1 H--  r4»"- 4 — - 4'  r6  xn~6  &C. 

* - x.  » * - * - » 


I 

' 2 r.  r 


Si  on  fubliitue  dans  les  équations  des  arcs  multi- 
ples l’expréflîon  z -+  — , b la  place  de  x , on  aura  pour 
les  doubles  Cofiuus  de  oA,  iAy  z A,  3 A , 8cc.  Ces 

r*  r»  , r*  .. 

autres  valeurs  2 r,  a -H ,z*  — 1 z *■+  TT  ^cc'  ** 

Z Z % 

eft  clair  par  la  loi  de  cette  progréflion  que  pour  ex- 
primér  le  rapport  entre  le  double  Cofinus  du  com- 
plément a — 4-  — de  1 arc  A , & celui  du  complé- 


ment d’un  arc  multiple  »Ay  on  aura  a 


icrn  ou  a1”  -4.  ter*  'a”  —+■  r1"  — o.  Or  on 

voit  que  cette  équation  eft  compofée  de  fa&eurs  ou  ra- 
cines, a— 4-^ — ■*,  a — 4- - — x,  2-+--  x 8cc.  au 

nombre  de  »,  les  valeurs  x,  x',  x”  8cc.  dénotant  les 
doubles  Cofinus,  ou  les  cordes  de  complément  des  arcs 

A , A-+— , A~+*-y  &c,  tC  défignant  la 

circonférence  du  cercle , 8c  l’arc  dont  le  multiple 
71 A aura  la  corde  du  complément,  ou  le  double  Cofi- 
nus = 2 c.  Jl  eft  donc  évident  que  l’équation  préce- 
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dente  eft  un  produit  de  trinômes  tels  que  zz — xz— *- 
rr,  zz — x'z— t -rr  8c c.  au  nombre  de  » maintenant 
foit  fait  (Fig.5>.).ÎO  = z,  SA=zr,  SP  leCofinus,  ou 

la  demicorde  du  complément  de  l’arc  AB , ou  A—'-x, 

on  aura  O B1  = z*  — xz  — t-  r*  ; dou  il  fuit  que 

l’équation  *”^2  c r"- 1 z"  -+- r2"  = 0 , eft  le  produit 
de  tous  les  quarrés  comme  O B1  . Ce  qui  donne  le 
Théorème  de  M.r  Cotes.  Car  fi  on  fuppofe  dans  l’é- 
quation précédente, c— — r,  hypotefe  qui  reuferme  que 
la  demicirconférence  eft  coupée  en  parties  égales  au 
nombre  de  »,  8c  par  confequent  la  circonférence  entiè- 
re au  nombre  de  2»,  les  »,  »,  x 8c c.  donneront  les 
doubles  Cofinus  des  arcs  A , 3 A,  5 A,  y A 8c c.  puifque 

dans  ce  cas  - — A.  Donc  les  produits  z*  — xz— i-rr, 

zz— -x'z— t-rr  8c c.  dénotent  les  quarrés  des  droites  im- 
paires ÛB,  OD,  OF  8c c.  Si  on  éxtrait  la  racine  quar- 
rée  de  z1*  rp  2cr"~~'  z"  -4-r2°  = o,  on  aura  z”  — r”  = 
OBXODXOHXOK.  De  la  même  maniéré 
faiiant  dans  l’équation  — t-r=— t-r,  ce  qui  emporte  que 
la  circonférence  entière  2 c eft  coupée  en  parties  égales 
au  nombre  de  »,  les  »,  x 8c c.  defigneront  les 
doubles  Cofinus  des  arcs  zA,  \ A,  6 A,  8 A &c.  puif- 
que dans  ce  cas  A—  o,  ou  fi  l’on  veut  — ; le  Co- 
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finus  de  l’un  & de  l’autre  étant  — t-r.  Donc  les  pro- 
duits trinômes  **-+*2-+rr  &c.  dénotent  les  quarrés 
des  droites  paires  OC,  OE,  O G &c.,  & en  extraiant 

la  racine  quarréc,  on  aura  x — \-rn  = OC.  OE.  OA , & 

multipliant  enfemble  les  deux  équations  ( x” , -4-  r"  ) par 

x"  — r”  , on  aura  zln — r1”  = 0 B.  OC.OD.....OK. 
OA  équation  qui  renferme  le  Théorème  que  nous 
nous  étions  propofé  de  demontrér. 
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CHAPITRE  IV. 


Du  Calcul  intégral  des  f raflions 
rationelles . 


CIL 


N. 


[ ous  nous  propofons  dans  ce  chapitre  d’ inté- 
grer abfolument,  ou  par  les  Tables  des  Sinus  & des 

P d 1 

Logarithmes  la  fraflion  — — — réduite  a fes  moindres  ter- 
o O 


mes,  dans  la  quelle  P & 4^  font  des  quantités  compo- 
sées, comme  ou  voudra,  de  confiantes  & des  puillânces 
de  * avec  des  expofans  en  nombres  entiers.  Nous  ne 
parlerons  point  du  cas  ou  le  numérateur  Pdx  efl  en 
raifon  donnée  a la  différentielle  d^_du  dénominateur: 
car  nous  avons  démontré  (Art. XL.)  qu’  alors  l’intégra- 
le de  , ou  de  efl  égalé  au  Logarithme  hy- 

perbolique de  4^,  multiplié  par  la  confiante  a , ou  que 


S. 


Pdx 

~ïT 


= a L.  4J. 


cm. 


Il  efl  évident  dans  notre  fuppofition  que  P&4Î. 
peuvent  toujours  fe  réduire  a des  quantités  de  la  forme 
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de  AHm-*-B»n-*-Cxr‘ -\r  Scc.  , & de  £V— ♦-F*''  -+• 

Cm"— h&c.  dans  les  quelles  AyB,C,E,F)Gy  &c.  font 
des  confiantes  pofitives  ou  négatives , & les  expofans 
A, lUjfj&c.  des  nombres  entiers  pofitifs,  ou  zé- 
ro, de  forte  que  la.  fra&ion  rationelle  Pdx  pourra  tou- 

. , Axmdx  -*■  B xm  dx  -*-C  x*  d x Sic. 

jours  etre  exprimée  par = 

I»x  -+  F x^-t-Gx’  -+  Sic. 


■**"</*  »*•</* 

■ ■ -H -+■ 

t xx F x1* -+ G x Sic.  E*x  -+  F «''-*»  G *'-t-  &c, 

— Cx  ‘lx t-&c.  Car  s’il  fe  trouvoit  dans 

Pouj£_une  puiflance  de*,  dont  l’expofant  fut  un  nom- 
bre entier  négatif,  comme  *-7,  on  le  rendroit  facile- 
ment pofitif,  en  multipliant  P & 4^  par  *~**t  ce  ^ 
ne  changeroit  point  la  valeur  de  la  fraflion  — 

_ x r r/  Pdt  A xm  -*■  B x~*  -+■  Sic. 

Par  exemple,  fuppofe  que  - — = j 

en  multipliant  le  numérateur  & le  dénominateur  par 


4*jr  .Pdx 

x on  aurait 


Axm 


1 -v  B -t-  &c. 


F xx~ 


F x’—“  -+■  3tc. 


■ ; & fi  apres 


cette  multiplication  l’expofant  «— /*  et  oit  encore  néga- 
tif. 
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tif,  on  poudrent  le  rendre  pofitif  par  une  autre  multi- 
plication. Mais  lors  qu’il  y a plufieurs  expolàns  négatifs 
P d t 

de  x dans  la  fra&ion  — — , on  peut  les  rendre  tous 

tifs  par  une  feule  multiplication;  on  n’a  pour  cela  qu’a 
prendre  le  plus  grand  expofant  négatif  de*,  que  nous 

fuppoferons  = — r,  & multiplier  par  x~*r. 

CIV. 


On  voit  parce  que  nous  venons  de  dire  que  pour 


Pdx 


intégrer  la  fraétion  , il  fuiiit  de  trouver  fepare- 


ment  les  intégrales  des  fraétions 


Axmdx 


Bx'dx 


r«‘4f/4Cj'+k 


£ -4*  F j/4  4 G x * &c. 

-,  &c.  & d’en  faire  la  fomme; 


ainfi  toute  la  difficulté  fe  réduit  a trouver  l’intégrale 


, dans  la 


de  la  fraction  rationelle  — — - 

£j*4F  /4C,’4  &C. 

quelle  le  numérateur  n’a  qu’un  terme  & tous  les  expo- 
fans  />,  \,u,»,&c.,  font  des  nombres  entiers  pofitifs,  ou 
zéro.  On  peut  même,  en  fuppofant  que  A efl  le  plus 
grand  expofant  des  puiffances  de  x dans  le  dénomina- 
teur, faire  en  forte  que  cette  plus  haute  puiflance 

S 


xx  ne 
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foit  multipliée  que  par  —f-  1;  il  n’ya  pour  ce  la  qu'a 

divifer  le  numérateur  8c  le  dénominateur  de  la  fra- 


£lion  par  le  coefficient  £,  ce  qui  donnera  ~~~  = 


« t J 

Ê*4t 


F x 

E 


C x* 

K 


-,  Et  comme  la  confiante  ~ qui 


■ &c. 


multiplie  la  différentielle,  ne  fait  point  de  difficulté  dans 
l’intégration,  il  ne  s’agira  plus  que  d’intégrer  la  fraélion 

rationelle  - , dans  la  quelle  /,£,  &c. 

»*-*-/*  -h  gx'-t-  &c. 

font  des  confiantes  quelconques,  8c  les  expofans 
c.  des  nombres  entiers  politifs,  ou  zéro. 


C V. 


Lors  que  l’ expofant  p,  de  * dans  le  numérateur 

x dx,  n’efl  pas  plus  petit  que  l’ expofant  A de  la  plus- 
haute  puiflànce  de  x dans  le  dénominateur  , il 

faut  divisér  le  numérateur  x dx  par  le  dénominateur 

x -+-/#" •H-Ô’r,,  8c  continuér  la  divifion  jufqu’a  ce  qu* 
on  parvienne  a un  refie,  dans  lequel  l’ expofant  de  la 
plus  haute  puiffance  de  x foit  plus  petit  que  A,  On 

x*dx 

partagera  par  cette  divifion  la  diférentielle  

x -+fx  -+■  ire. 
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en  deux  parties , dont  la  première  fera  le  quotient 

m dx — fx  F dx-+(7c. , 8c  la  fécondé  fera  le 
refie  de  la  divifion,  dans  lequel  l’expofànt  de  la  plus 
haute  puiflance  de  x au  numérateur  fera  plus  petit  que 
A,  8c  qui  pourra  fe  réduire  a une,  ou  a plufieurs  fra* 

fiions  rationelles  de  la  forme  de  — . Or 

xX-t-fx^-t-gxr-*-  &c. 

*"—*-*■  I 

on  pourra  toujours  trouver  l’intégrale  — — — 


w ■ H & c.  de  la  première  partie  ; 8c  il  ne 

refiera  plus  qu’a  chercher  l’intégrale  des  fraélions  rationel- 

— f 

— ,oude- 


les  de  la  forme  ■ 


i-*, 
CX  d> 


V» 


x . 1“  * 

* -*•/*  -+■£  * -+cf>v. 


» , /*  » v 
* -+/x  -+{I  -+  û-f. 


puifque  la  confiante  c ne  fait  point  de  difficulté. 

Exemple.  Pour  trouver  l’intégrale  de  la  fraflion 

xdx 

ratlonelle  — 7—— , on  diviféra  le  numérateur  par  le  dé- 


nominateur 


J 6dx 
**—4 


î par 


& on  aura 
confequent  S. 


x*dx 
*‘-+ 
x*dx 
**— 4 


= x xd  x — (-  4 d x -+ 
=-7-  -4-4  # -f  4.  E. 


I4Q  Elemens  du  Calcul  intégral 
C V I. 


Il  n’eft  -donc  plus  queftion  que  de  trouver  l’in* 

x-'dx 

tcsrale  de  la  différentielle  — , dans  la 

° *x-t-  /y*  -*-gx"-*-  Vc. 


quelle  tous  les  expolants  A,  /u,  »,  A — «7,  &c.  font  des 
nombres  entiers  ou  zéro , & A l’ expofant  de  la  plus 
haute  puiffance  de  * dans  le  dénominateur.  Nous  don- 
nerons premièrement  les  réglés  pour  intégrer  cette  fra- 
flion,  lors  que  fon  dénominateur  eft  une  puiffance  ra- 
tionelle  d’ un  binôme  ou  d' un  trinôme  du  premier  8c 

du  fécond  degrés  , comme  (/»— t-£x)",  ( /»x-+-£xx)”, 

(<t— \-bxx  )n , (rf— t-bx— t-rxx)'1,  l’expofànt  n étant  un 
nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  & /t}b,c  des  confiantes 
quelconques  ou  zéro. 

Nous  fuppoferons  en  fuite  que  le  dénominateur  x*  -+■ 

f — t-&c.  étant  le  produit  de  plusieurs  puiffances 

rationelles  de  binômes  8c  trinômes  du  premier  8c  du 
fécond  degrés,  on  connoiffe  tous  fes  faéteursj  nous  par- 

t 

tagerons  la  fraélion  — — — — - — en  plufieurs  au- 

très  fractions  rationelles,  dont  chacune  n’  aura  pour  dé- 
nominateur qu’  un  de  ces  faéteurs;  5c  nous  trouverons 
les  intégrales  de  ces  fraélions  par  les  réglés  precedentes , 
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Enfin  quelque  foit  le  dénominateur  x*  -f/Y*— J-  g x'— l-&c. 
nous  chercherons  la  maniéré  de  le  refoudre  en  faveurs 
de  l’ efpece  que  nous  venons  de  dire;  par  ou  nous  au- 
rons le  moyen  d’intégrer  abfolument,  ou  par  les  tables 
des  finus  & des  logarithmes  la  fraélion  rationelle  pro- 

. PJx 

posée  — - . 

Nous  diviferons  ce  chapitre  pour  une  plus  grande 
clarté  en  trois  articles. 


ARTICLE  PREMIER. 

Trouver  l’intégrale  d’une  fraflion  différentielle,  lorf- 
que  fon  dénominateur  eil  une  puiifauce  rationelle  d"  un  bi- 
nôme ou  d’un  trinôme  du  premier  & du  fécond  degrés,  com- 
me ( *-+  b x)"  , (./  (a-+b  **)",(  a— \-b  x — j-cxx)*, 

1’  expofant  n étant  un  nombre  entier,  pofitif,  ou  zé- 
ro, & <7,  £,  c des  confiantes  quelconques  ou  zéro. 

CVII. 

Problème.  I.  Trouver  1’  intégrale  de  la  frac! ion 

rationelle , aScb  étant  des  confiantes  quel- 

( 4 + i»)* 

conques . 

En  fuppofànt  a -+  b x~z , on  aura  x — ~ , 

, dz  „ xmdx  ( z—«)mdz  , 

d x = -r-  , & = , dont  on  trouvera 

b (a-+ix)n  bm-+l 
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l’intégrale  abfolument  ou  par  les  logarithmes,  en  de- 
velopant  la  puiflance  (z- — a”  ; comme  nous  1’  avons 
déjà  démontré  (Art,  lxxvi.). 

C V 1 1 1. 


Problème  II.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraélion 
rationelle — — T expofant  m étant  plus  petit  que 

xp  x)n 

ou  que  T expofant  de  la  plus  haute  puiflance  de 
x dans  le  dénominateur  développé. 

Puis  que — — — — * — - - — , la  fraflion  pro- 

xr(ta-*-bx)n  (a-*-bx)H 

posée  s’  intègre  par  le  problème  precedent,  lorfque  T ex- 
polânt  w,  n’efl  pas  plus  petit  que  p ; 8c  fi  me  ft  plus 

petit  que  />,  en  faifant  p — m~qy  on  aura  — — — — 

Xf  (d-hbx)* 

= „ Or  cette  fraflion  fé  réduit  a la  forme 

*’  (a-t-ix)" 

de  celle  du  problème  precedent,  en  faifant  *—-y  — 
y 1 : Car  on  trouve  par  cette  fuppofition,  dx  =r  — 
y~-7dyr  xq=y~‘T  y a-+bx  = ,(/*-+  b x )* 

= y-\ay-ïb)n;  par  confequenr  — 

. . ~~y — — tl  fraéUou.  de  la  même 

ï — ,~~K 


r 
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forme  que  celle  du  problème  precedent,  & qu’on  po- 
urra intégrer  de  la  même  maniéré;  puifque  q 8c.  n étant 
des  nombres  entiers  pofitifs,  1’  expofant  q — 1-« — 2 fera 
aufli  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro.  Donc  &c. 

CIX. 

Corollaire  I.  La  fraêlion  rationelle — *—?-?- 

(<«x 

= — — — — , eft  la  même  que , en  met- 

x*  ( * -*-  A x )*  x\a-t-bx)m 

tant  n au  lieu  de  p dans  celle-ci;  on  l’intègre  donc  de 
la  même  maniéré. 


C X. 

Corollaire  II.  Puifque  pour  réduire  la  fraêlion 
k la  forme  — — , il  faut  fuppofér 

* = ou  y = x 1 ; & qu’en  fuite  pour  intégrer  la 

fraction  --  par  le  Problème  I.  ; il  faut  encore 

r 

„ ff 

fuppofér  ay-hb  = zy  ou  y—'——  ; on  abrégera  le  cal- 
cul en  fuppofant  d’abord  j = — - , ou  x = -L_  = 
a(z — b)  ' ; d’ou  l’on  tirera  dx  — — adz(z — b)~ 1 , 
*7  = / (x — b)  J , a~+b  x=^az(z — b)~ 1 , {a~ybx)n 


Digitized  by  GoogI 


Elemens  du  Calcul  intégral 

d*  —dz(z—sy -*■*-* 


i+4 

= — b)~* & enfin 

V ' * *Ça-*ùx)m 

qu'on  intégrera  par  le  Problème  i.er  en  devélopant  la 
puiflîmce  (z — 

C X I. 


Lemme.  La  fraétion  rationelle 


x”dx 


, - , dans 

(**-+■  a Ÿ ~h1 

la  quelle  p 8c  q font  des  nombres  entiers  pofitifs  quel- 
conques 8c  la  confiante  a pofitive,  ou  négative,  peut 
toujours  fe  réduire  h la  fuite  finie  des  fractions  rationelles 

p.p 1 -P 2 

i.  i.  j 


d X 


p ad  x 


p.p—t 


a1  d i 


»•*  (x*-*  a)1-*-1 


a*  d x 


■&c. 


Démonstration  . 


x*dx 


= d X- 


7 d X 


ld  > 


( i — V par  conféquent  — ’^LO. — — dxX  — — 

V **-*■ a J ’ r 1 **-*•«* 


— dx  X 


X ~=dx  ( i a—)\  -£LL-=zd 

xl-t-a  \ xx-t-a  J (xx-+ay 

— x — =dx 

xx-+a  xx-t-a  \ (xx-t-a  ) (XX-t-a) 

— ^ ; 8cc.  par  où  l’on  voit  évidemment 

xx  -+•  a J 1 * 


X 
(■ 

qu’en  faifant  pour  abréger,  xx-+a=B,  on  aura  géné- 


ralement 


xx'dx 


(xx  -+  a Y 


:dx^i — j Y.  Or  on  trouve  par 

le  bi- 
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le  binôme  de  Newton  dx 


*dt 


/>./> — Ip — ï aldx 


P-P—' 

I.  I.  I.  ï.  J 

M*f  d X 


dx- 
-4-  &c.  Donc- 


*45 

fdx  ^ 
B 

x”dx 


(**-►«  / x (** 

«*  d x 


B*-** 


B1 

x X*J  t dx  p a dx  p,  p — r 

B*  .tf  B?  B1-*1  *♦  1 

p.  p—\  • p—  I x*  d X r . • r • 

. t-&c.  y liutç  qui  nuira  j comme 

I.  1.  J g*-*-* 

le  binôme  de  Newton,  au  terme  dont  le  coefficient 
deviendra  zéro-,  C.  F . D. 

cxir. 

Corollaire.  Lors  qu’on  aura  trouvé  Fintégrafe 

t - J * * 

de  la  frafüon  — dans  laquelle  l’expofant  ny  eft 

un  nombre  entier  pofitif  quelconque;  on  pourra  auffi 
trouver  l’intégrale  de  la  fraélion  rationclle  — — — 

° (x* 

qui  eft  égale  à une  fuite  finie  de  fraéUons,  qui  .font 
chacune  de  la  forme  de  la  fraélion  — — , en  fub- 

ftituant  au  lieu  de  »,  les  expofans  q , q- 4- x , q— 1-2, 
q-+l  &c.,  & en  multipliant  par  une  confiante  donnée. 


j-ationelle 


exin. 

Problème  III.  Trouver  l’intégrale  de  la  frafliorr 

xT'dx 


( * -*■  h x x y 


— y dans  la  quelle  l’expofant  m eft 
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un  nombre  impair  plus  petit  que  2 »,  les  confiantes, 
8c  b ayant  des  lignes  quelconques. 

Puifque  m efl  un  nombre  impair , nous  le  pou- 
vons fuppofer  =2/>-+i,  p étant  un  nombre  entier, 

d X - X%?  “4* 1 d X 

ou  zéro,  & la  fra&ion  - — — - fera  — — = 

1 (M-i-ixxy  £x  -+ixx) 

Y xJx 

— — . Or  en  faifânt  a-hbxx  — z,  on  aura  xx 

(4  -♦.*«»)' 

*— * v>  c z—  y . — 0,  x'p~*~'dx 

(z—*Y  XtJz  différentielle  qu’on  pent  toujours  inté- 

grer  abfolument  ou  par  les  logarithmes,  comme  dans 
Je  Problème  I.*r  C.  E.  -D. 

Exemple  . Si  l’on  veut  intégrer  la  fraélion  — , 

on  la  comparera  avec  la  formule  generale  — — — ; 

* (6xx-t*) 

8c  on  aura  2 p—L  1 — 3>  p— B==I»  b=zi7  a — 

s'dx 

-+  1 , *=»*;r£  ï . Donc  ■ = 1 

— "2*  * 

■1*  J*  -t-dz  J dz  X dz  , 1,  . , 1 n * 

* i , dont  1 intégrale  efl  ,* 
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CXIV. 


Problème  iv.  Intégrer  la  fraflion  rationelle 
— — — — , p étant  un  nombre  entier  plus  petit  que 

( 4 -*■  b x x )* 

»,  ou  zéro,  8c  les  confiantes  ay  b ayant  des  lignes 
contraires . 

Dans  cette  fuppofition,le  dénominateur  fera  ( a — b xx)my 
ou  (bxx—a)"’  or a—bxx=z — bÇxx  — ~);bxx — a=z 


—i-b(xx — - );  & en  faifànt  ~-=rry  la  fraflion  propofée 
fera  -+  ''  d*  . Il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’ in- 

— rr)’ 

tégrer  la  fraflion  rt , ou  tJjL — - car 

b\xx-rr (xx  — rr? 


la  conflanterf:-^-  ne  fait  point  de  difficulté  dans  1’  inté- 
gration. En  mettant  p~bq  au  lieu  de  n dans  la  derniè- 
re fraflion,  elle  deviendra x.-.d* , & celle-ci  fe  ré- 


duira a la  fuite  fini» 


(**  — rr)'-*» 
dx 


pr%  dx 


( XX  — rry  (xx—rry-*-1  1.  a. 


r *dx 


p.p—i.p  — t 


'dx 


( »»  — fr )*"*■*  I*  »'  ï-  (XX  — rr)'-+' 


-t-&c.;  en  met- 


tant — rrau  lieu  de  a dans  la  formule  du  Lemme 
(cxi.).  Il  n’efl  donc  plus  queflion  que  de  l’ intégration 
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de  chaque  terme  de  cette  fuite  pour  avoir  celle  de  la 
fraction  proposée.  Or  chacun  de  ces  termes  fe  réduit  a 

la  forme  de  , et  & m étant  des  nombres 


entiers  pofitifs  ou  zéro,  & A une  confiante,  il  ne  nous 
relie  donc  qu’a  chercher  T intégrale  de- 


àt 


(1*  — rr),-*'m 

Or  xx — rr  = (x — ■ >•)  X (x -+->•)  , par  confequenc 

(x~r)t-hm  ^(x-t-r)^”  ’ ^ ^ ^UPP0' 

font  x — r = z,  on  aura  dx~dzy  x— ^>  =z— h 2 r,  la 

_ _ . d x d z 

fraction  — — — ■ ■ ■■. 

z'-’”(Z'+2  r)*-m  1 

qu’on  intégrera  par  le  problème  2.  C.  ^ F.  P, 


CXV. 


Corollaire  . Si  dans  la  fraélion  

( xx  — rr) 

ou  fuppofe  dabord  x=r  ^ ^ ^ ; en  faifant  les  fublti- 

tutions  neceflaires,  on  trouvera  — — — . 

; car  puifque  x = z-h>-,  & que  pour 

(*  y)**"*-*1"- 1 X ul~*'m 

d z 

réduire  la  fraflion — — — , a la  forme  du  pro- 

blcme  i.er  il  faut  fuppofer  z =/""*,  ou/  = z~~* , d’ ou 
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F on  tire 


- *4* 

— ; 8c  qu  âpre» 


-H  2 ry-+m 

il  faut  encore  fuppofer  1-4-27  — d’ ou  F on  tire  y 

" — t I * r o 

~ = — : on  aura  * = , 8c  *-l-r  = x = 

ir  Z 9 * — 1 7 


— hr  = — = r(— );  8c  en  fubftituant  —l  au 

U I « — I \ U 1 / 9 2 r 


| » 9 xy-4.1  m— ï # 

lieu  de  y dans  la  fraflion  — — . elle  devient 

— <*«(«  — ,)»?-*-•»—' 1 
(*r) *!+*»-•  X 

Exemple.  Pour  trouver  F intégrale  de  la  fraflion 

x%dx 

, on  la  réduira  d’abord  par  la  formule  duLem- 

dt  d x 

me  (Art.  I.er)  a ces  deux  fraflions 1- “. 

v ' xx—  1 (**-1)* 

F intégrale  de  la  première  S.  — ~L. = “ 
L ( x — 1 ) — ~ L . ( x — t*  1 ) . Pour  trouver  F intégrale 

d x 

de  la  fécondé  fraflion  , on  la  comparera  avec 

<**  — O r 

d x 

la  formule  generale  ; & on  aura  i—q 

D (**  — rr)  * 7 


— 4-  m , r = 1 , 8c  en  faifant  x = u-^-l  ou  u = 


on 


aura 


■ I X — I 

d*  — J*(«- I — l)« 

(xx-- l)‘  (u)  H~¥m  ~ 8 
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xdu  -+-  du  — du  ^ du  du 

jû»  8 4*  8 u 


— , dont  lr  inté- 

l 7 


grale  efi — 4 — t-  - . L.  « — t-— . En  mettant  au  lieu 

° 84  8 « * — 1 

, _ dx  I _/»-*-  I \ * — I 

**>  °"aray-;7rr7?=7-H.— )^îônrr7 

: I)— 

8(x  — 1)  4 v y 4 v ' *(*  * — 1) 

_ xxd  x _ d x dx  x _ 

Donc  S. — J. H S. — — L- 

(«—»)*  XX— 1 (**—!)*  4 

! — =:i.(»-i)-:.L(*-h)- — 

»(**— l)  4 4 »(x*— 1> 

= • 

4 / i(» — 1) 

CX  VI. 


PROBLEME  V.  Trouver  l’intégrale  de  Ta  fraflionr 
rationelle  — Ü-^.1 — , p étant  un  nombre  entier  quel- 

conque  pofitif,  ou  zéro,  n un  nombre  quelconque  entier 
pofitif  plus  grand  que  />;  & les  confiantes  a,  b ayant  les 
mêmes  figneÿ. 

Puifque  a— ïbit1  = t-rr)  en 

fâifant  ~—rry  on  aura  (a-+b  xx)’,=b,r  (** -*-rr)n  , 


< 
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xx*dx 


x*'dx 


*x,d* 


*5* 
en  fai- 


(•-+!>*)'  A**-*-")' 

Tant  p-4-q~n.  D’ou  il  fuit  que  pour  intégrer  la  fra- 
ction propofée,  il  fuffit  qu’on  fâche  intégrer  celle-ci 

xifdx  „ , . xtrdx  dx 


pt*  dx 

"""(**-* ■rr)’-*’* 


■ . Or  la  fraélion 


(««-r-rr/-*-*  (**-«-rr)# 

&c.,  en  fubflituant  -f-  rr  au  lieu  de 


y»,  dans  la  formule  generale  du  Lemme  (Art.  cxr.)  Il 
ne  nous  refte  donc  qu’a  trouver  le  moyen  d’ intégrer 

toutes  les  fractions  de  la  forme  , dans  la  quel- 

(**  -*■  rr)" 

le  m eft  un  nombre  entier  pofitif  quelconque.  Et  puis 
que  s étant  un  arc  de  cercle  au  rayon  r & dont  la 

tangente  eft  x.  on  a ds  =.-rrJ*—.  comme  nous  l’a- 

x x-+rr 

vons  démontré  ailleurs  : = — — — . & — — = S. 

rr  xx  -#■  rr  rr 


d x d x 

. Il  nous  refte  donc  a intégrer  la  fraétion  i 

MM-t-rr  ° (**-t-rr)“ 

lors  que  m eft  plus  grand  que  1’  unité. 


S. 


d x 


x 


(**-»-  r r )*  i)  (**  -+rr)m — 1 


(■—  î ) 
arr(«  — i) 


5.  , puis  qu’  en  prennant  les  différentiel- 

(**  -+rr  )» — 1 

les  de  part  & d’ autre , on  les  trouve  égalés . On  aura 


( 
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donc  l’ intégrale  S.  — , lors  qu’on  aura  trouve 

0 (**-+.  rr  )’"  ’ n 

d X 

S. — : ; de  même  on  trouvera  celle-ci  lors 

(xx-Krr)’”— ‘ * 

qu’on  connoitra  S. — — * ; & ainfi  de  fuite.  Or 

comme  m eft  un  nombre  entier  pofitif  plus  grand  que 
l’unité,  en  retranchant  fucceffivement  les  nombres  1,2, 
3,4,5 , 5cc.  de  Texpolànt  w,  on  parviendra  enfin  a. 

d X S 

Y intégrale  S.  - = — , d’ ou  on  remontra  fuc- 

(xx-wr)‘  ” 

ceflivement  aux  intégrales  fuperieurs  S.  — &c. 

( x»-f  rr)1 

& en  fin  on  parviendra  a l’ intégrale  proposée  S.  - — — — - . 

On  pourra  donc  toujours  intégrer  en  partie  abfolument 
& en  partie  par  la  reélification  du  cercle,  ou  par  les 

tables  des  tangentes,  la  différentielle  ; après 

quoi  on  aura  de  la  même  maniéré  1’  intégrale  de  la 
fraélion x—tl & celle  de  la  proposée  — — — — . 

(«x+r r )'-«•»  r r (x-*-4xx)’  . 

C.  Q.  F.  D. 


CXVII. 


Corollaire  i.  En  fubftituant  m — 1 au  lieu  de  m, 
dans  la  formule  S. — — = 


Ixg-t-rry" 


zrr(m  — i ) (xx  rr)m~ * 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV.  153 

( z im  — - ï ) _ <tx  , , . - 

•H ; :.a ■,  on  en  déduit  cette  fecon- 

irr(m — i ) (**  -t-rr)’’  — * 

de  formule  S.  - — = - 

(**-» -rr}’‘—‘  2rr(m  — z ) ( **  -f-  r r )m  — * 


( z»i  — 5 ) 
z rt  ( m — z ) 


S. 


à x 


. En  fubftituant  de  mê- 


me m — 1 au  lieu  de»» dans  cette  fécondé  formule,  ou 


aura  cette  3eme  formule  S. 

3 ' (l.tr,)"-* 


* . (<»  — 7)  o J* 

~ ' ~ T • ^ _ • 

zrr(m — j ).  (*» -frr)*— 1 zrr(m  — $)  ( xx  -+  r r )m  — * y 

En  continuant  de  même  a fubftituerm — i au  lieu  de»», 
dans  la  3»  formule,  on  trouvera  une  quatrième  formu- 


d x 

le  qui  exprimera  le  valeur  de  S.  — ; & en-fub- 

1 r (z»+rr)*-l  ’ 

ftituanw— 1 au  lieu  de»» dans  la  4*  formule  on  trou- 
vera la  cinquième  qui  exprimera  la  valeur  de 

5. — , & ainfi  de  fuite.  On  pourra  continuer 

(Xjr-t-rr)™-4  ’ r 


jusqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  a la  formule  S. — — — = — 

' 1 1 xx  -+  rr  r r 


Mais  on  peut  abréger  ces  formules,  en  exprimant  x* 
-+rr  parr;»w — I,»» — 2 ,»» — 3,»» — 4 &c.  par  A,A\ 
A\  A"  Sic.  refpeêlivement,  8c  2»» — 3,  2»» — 5,2»» — 7, 
zm — pSi c.  par  B,B\B,B"8c c.;  & on  aura  la  table 
fuivante  qu’on  pourra  continuer  aifément  autant  qu’on 
voudra. 


V 
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I.  S.  — = *- 

cm  irrAc 


B _ d x 

S. 

irrA  cm  — 1 


„ dx  x B dx 

II.  S. = ; H — S.  

S*—'  2 rrA  im  — 1 i ri  A em— 1 

„ d x x B"  _ dx 

III.  S. — — “•+ — S. • 

cm  — * j rr  A c ~l  irrA  cm—> 1 

_ , _ d x x B"  d x 

IV.  S.  • ■■  — -4- S.  ■ - • 

em  — * irr A cm  — 4 4 

</  ir  » B _ rf  * 

V.  St  1 " ■ ■ ■ — < S. • 

» 2rrA'"fm—f  *rr* 


*x-*-rr  rr 


CXVIII. 


Corollaire  II.  Puifque  par  la  formule  II.  on 


B‘  _ dx 


a S. = 1 • S" i on  aura  — 

* c”  — • trrAcm—t  irrA  *"•—  » ’ irr 


„ B* 

5 = 

t»— • 4,*AAcm- 


— £.  -‘j*~  : & en  fub- 

l r*A  A'  (T™—1  ’ 


ftituant  cette  valeur  dans  la  première  formule  5.  — — 


— — — S.  d‘  - , on  aura  la  formule  fui- 

2rrAem—‘  cm—' 


vante  (K)  S. 


r xrt  A em  4 r*  A.  A'.  cm  1 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV. 


1 55 


fl  fl"  dx  , 

'•  5"  i — : « Mais  par  la  formule  III.  S. — 

4 T Si»  /T  Ç ~~~  — 1 

r7^— » ^£*S-ï=r>  P31"  confe<ïuent 

^ R.  s'y 


B.  B.  B"  dx  , 

+" — «5. : donc  en 

•i» .r  ' 


C 8 ,*A.yr.A"em-~>  8 /a.AA 

fubIHcuant  cette  valeur  dans  la  formule#,  on  aura  (Z, ) 

d*  * , B*  B.B'x 


S. 


a rrAc’"—' 


4 t*A.A‘cm—1  8 r6  A.  A.  A“  e" — * 


fl.  S'.  B" 


£. 


if 


8 r4  A.  a:.  A‘  c — » 

On  trouvera  de  même  par  la  formule  IV.  celle 


qui  fuit  (M)  S.  = 

d*  xrtAc * — * 


fl  x 


B.  B',  x 


S/A.A'A  c" 

dx 


i — r 


-h 


B.  B.B'x 


4 r*  A.  A'  cm — * 
fl.  BV  B“.  BT’ 


i 6 r1  A.  A'.  A\  AT— ♦ a 6 r*  A.  A . A \ Æ 

^ -■ — ’ On  voit  facilement  la  maniéré  de  trouver  les 


autres  formules,  pour  former  la  table  fui  van  te,  qu’on 
peut  ailêment  continuer. 
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I.  s.-=— — 

em  itrAc"-' 

II.  S.—  = - 

cm  irrAe'— 


_B_  dx 
xrr A ’ 


Bx 


IJL  S.—  : 


HV.S.~  = 

r 


dx 

V.Î.  — = 


B.B‘  „ Jr 

' - J ■ • 

4 r’  A.A  cm  -1 
B.  B x 


8 r*  AA’A"c~-' 


B B'x 


m.A  ("-•  ' 4r.*  A.A'.  <T  “»  ’ 8 r4  A.  A'  A"  (T'1  | 

B.B'.Bx  B . B. B B”  „ dx 

— i z H ",  S,  « 

lér1  AA  A'A  cm-*  1 6r>  AAA  A 

x Bx  B.B’x 

8 r*  A.  A’.A'r-' 


+ 


i r r.  A r’*  — 4 r*AA.cn,~l 

B. B B’x 


+ 


B. B' B"  B"  x 


I <r3  Æ/i'  A'  A"  “♦ 
B.  B'  B’ B" B" 
Szr‘eAAA'A"A"' 


S. 


} xr‘°AA  A" A” /C' t* 
dx 


&C. 


CXIX. 

Corollaire  III.  En  fubftituant  fuccéflivement 
dans  ces  formules  i , 2,  3 , 4 , 5 , &c.  au  lieu  de  m , 
on  forme  la  Table  fuivante,  qu’on  pourra  facilement 
continuer  autant  qu’on  voudra. 
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m—  1 , 8c  S. 
m=2 , & 5". 


x x -+rr 

dg 

d X 


t 

H » 


1 rr(xx  -*-rr)  *r* 

s 


î* 


w==3>  &s-^77-rrÿ 


w=4 , & 5. 


J* 


m=5 , & S. 


(**  -4-rr)* 


d x 


m^-6 , & S1. 


(x  x -+■  r r)4 


4rr(xx-t-i,r)1 

-4-^. 

8r‘ 

* 1 

8 r*  (xx-t-rr) 

5 * 

6 rr(xx-t-rr)* 

1 4 r*  (x  X-t-r  r)* 

1 5* 

-4-  *•'  • 

i 6r<  (xx-*rr  ) 

I6r« 

X 

7 * 

8 rr(xx-i-rr)* 

| 

4814  (xx-H-r)* 

1 î?- 

r 

ipjr*1  ( x x 

rr  )• 

' 1 0 5 X 

105./ 

l 84  r%  ( JT  * r r) 

î84r,° 

X 

P * 

ior  r(xx-*-rr)’  8 or*  (**-*-rr)4 

6î* 

î 1 S x 

'480^*  (xx-t-rr)'  "^Ipior*  (xx-t-rr)* 

P 4 5 * 

. ?4Î.'  . 

. O . m.  HO  / v «•  * r ^ 1 H a n.  r*  4 
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Exemple.  Pour  intégrer  la  fraélion  - — t J 


(»  + ■ )' 
x'Xdx 


on  la  comparera  avec  la  formule  generale  , 

& on  aura  2^  = 4,  p = z , p-+-q=.  3 , q—i , r = i , 

x*dx  dx  xd  x dx 

= 1 . Or  on 

(**-*-!)•  (xx-hl)*  (XX-+I)1 

trouve  par  les  formules  du  Corollaire  III.me  5.  = 

r 4 XX  I 

r arc  de  cercle  dont  le  rayon  1 , & la  tangente  #; 

dx  — xx  1 1 —x  „ dx 

— = s;  S 

2 XX  I 9 ( 


— 25. 


(**-*- O*  *(*»-**> 

* -4-  *' 


<**-!)» 


4f**-*-i)*  8 (,**-*■  1 ) 

x x 


J.  s _ x4  d 

-+■  — — • » Donc  5 


8 


(xx  -t-  1 )' 


xx-«-i 

J» 


8 


4(xx-t-i  )*  8(x*-t-i)  8 4(w-fi)‘ 

%-r 


8 (**-*•!  ) 8 ' 


cxx. 


Problème  VL  Trouver  l’intégrale  de  la  fraélion 

k"1  d t 

rationelle  v m & n étant  des  nombres 

(*-t-£x  -t 

pofitifs  quelconques,  & a,  é,  r des  confiantes  pofitives 
ou  négatives. 

Puifque  a— \-b  x— t-cx*  +•**  ^ en 

e.r  b bx  bb 

faifant  x -4 , =*  on  aura  x*-t 1 = zz9 

2CJ  C 4 CG 
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bx  bb  bx  s bb  , 1 

XX  — I = ïï—  -,  XX  — I h ~ ZZ  — • 1 , 

t 4 c*’  ‘ f 4CC  c’ 

a-hbx-*-cx‘  (a-¥bx-+cxx) 

= c’^zi-f- — — ^ , rf  * = </  2 , 8c  en  fin 

xmJx  __  (s  — z)m-ds 

{*-bx-+cxxy~  c'(zz-+- ü]'  ’ 

' * ♦<#' 

I ^ 

Or  en  devélopant  le  numérateur  — ^ , on. 

réduit  cette  fraélion  a une  fuite  finie  d’autres  fra- 
yions rationélles,  dont  chacune  a pour  dénominateur 

c'  ^ z z -4-  ^ , 8c  qu’on  pourra  intégrer  fe- 

parement  par  les  Problèmes  précedens,  félon  que  la 

quantité  — fera  pofitive,  ou  négative.  C.  4?. 

F.  D. 

CXXI. 


Corollaire.  Donc  on  pourra  toujours  intégrer 
abfolument  ou  par  les  Tables  des  Sinus  & Logarithmes 

X**  J X 

la  fraction  rationélle  , les  expofans  m, 

n étant  des  nombres  entiers  quelconques,  & les  con- 
fiantes <»,  c des  quantités  quelconques,  pofitives,  ou 
négatives ,* ou  zéro;  car  les  intégrales,  que  nous  avons 
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trouvées  dans  les  Problèmes  précédents  font  toutes  des 
quantités  algébriques  finies,  ou  elles  fe  trouvent  par  les 
Tables  des  Sinus,  8c  Logarithmes. 


ARTICLE  SECOND. 

Le  dénominateur  xx  — y- g -+•  8cc.  étant  le 
produit  de  plufieurs  puiffances  rationélles  de  binô- 
mes , 8c  trinômes  du  prémier  8c  du  fécond  degré , 
dont  on  connoiffe  tous  les  faéleurs,  dlvifér  la  fraélion 

X-f. 

- en  plufieurs  fraélions  rationélles  , 

x^-t-fx*  -*•  £*'-»-  &e. 

chacune  des  quelles  n’aura  pour  dénominateur  qu’un  de 
ces  fâéleurs,  8c  trouver  les  intégrales  de  ces  fractions 
par  les  réglés  de  l’Article  I.er 

C X X 1 1. 

Préparation  pour  les  Problèmes  fuivans  . Nous 

que  dans  la  fraflion  rationélle  , tous 

les  expofans  de  x,  8c  de  fes  fondions  font  des  nom- 
bres entiers  pofitifs,  & que  l’expofànt  de  la  plus  haute 
puiflance  de  x dans  le  dénominateur  devéloppé  étant 
A;  l’expofant  de  la  plus  haute  puifTance  de  x dans  P 
n’efl  pas  plus  grand  que  A — i ; autrement  il  faudrait 

divifer 


fuppoferons 
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divifer  P par  Q jufqu’k  ce  qu’on  arrivât  h une  refie 
qui  eût  cette  condition,  comme  nous  l’avons  expliqué 
ci-deffus  (Art.  cv.).  Nous  fuppoferons  encore  P=H 

-+K*-+Lx’-+Mx,-f  3cc -+7V-1;  H,  A, 

L,  M,  T étant  des  quantités  confiantes  ou  zéro;  3c 

= (a-*rbx)  X (o-t-r.'f)m  X &C.X  (f-+g**)”  X {b-’rKxxf 

X (-^  — y X 3cc.,  ceft  k dire  que  le  déno- 
minateur efl  le  produit  de  plufieurs  binômes,  ou 
trinômes  du  I.er,  ou  II.*  degrés,  ou  de  leurs  puiffances 
rationélles;  ay  é,  c,  e,  /,  3cc.  étant  des  coudantes 
quelconques  ou  zéro,  3c  les  expofans  w,  w,  /?,  <7,  3cc. 
des  nombres  entiers  pofitifs,  ou  zéro. 

Pour  rendre  les  calculs  plus  (impies,  nous  obfer- 

verons  que  a—^-bx  — b^~  — ;r— t-ex  — e — b x ^ ; 

(c-htx)m  =em  (-*-  -f (f-i-g * *)"  —gn  (y -f  * J 

3c  — »-  -f-  * * ; d’ou 

il  fuit  que  le  produit  (a-bbx)  X (c-4-e#)  X ( f-^g**) 
X (b—bKxx)F  X (»— f-jux-+»xx)*X  Scc.^^be”  g”  K?  ? 8c c.) 

x -+  ■ * ) X (.T"4- ■ "T1  X (y-H.*)" X (4 *y 

X ^ — 4-^-4.**^*  X &c.  donc  fi  on  fait  le  pro- 

X 


c 
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duit  confiant  bem  g Kp  = AT,  & qu’on  mette  dans 
les  binômes,  & trinômes  les  lettres  a,  b , c,  *,/, 

&c.  au  lieu  des  fraflions  y , “ , 4 > "T*  "7&c- 

on  aura  Q=NX  («-*-*)  X (b-+x)  X (f -*-**)" 

X (e— t-*x)‘  X (/"-+£* H t-xx)?  X &c.  & en  luppo- 

fant  V — (a— *-#).(£— t-x)”,.(c-H-x#)"  . ( r -+-  x x /"  . 

(/-t-^x-f-xx)*  &c.  on  aura  £X=N.  Vy  & — ^-  = 

-P-a  - . Il  fuffira  donc  de  chercher  l’intégrale  de  la  fra- 
N.  t' 

ftfon  , qu’on  divifera  en  fuite  par  N pour  avoir 

l’intégrale  S.  -4r~» 

° £ 

CXXIII. 

Problème  I.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraflion 

Pdx  ( H-*Kx-*-bxx  -t-  Mx*  ...  ')d* 

rationelle  ^ T («-*.*),  (£-+*).  (*-+•*).  (#-*-x).  cÿr. 

dans  laquelle  le  dénominateur  T n’eft  compofé  que  de 
faéleurs  binômes  du  prémier  degré,  tous  ditférens  & 
prémiers  entr’eux. 

_ . p A 

PREMIERE  METHODE.  1. 0 Suppofez  — = — 
1-  — 1 — - — h8cc.:  A,  B,  C,  E & c.  étant 

b -t-x  c -*-x  i -t-X  ’ 

des  numérateurs  conltans  qu’il  faut  déterminer. 
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2 * Reduifez  toutes  ces  fractions  au  même  déno- 
minateur V , pour  avoir  P = A.(b-¥x).(c-+-x).(e— t-  x) 

&X.— *-B.  (/7-4-jc).  (r— t-x).  (e  — t-x).&c.  — t-C.  (a—hx). 

(b—hx).  (e—hx)8cc.—b£.(a—hx).  ( b —h  x) . (c  —h  x) 8cc. 

3 ° Ajoutez  enfemble  tous  ces  produits  dévelop- 
pés en  prenant  pour  un  feul  terme  la  fomme  de  ceux 
dans  lesquels  la  lettre  x a le  même  expoCmt,  8c  éga- 
lez ce  terme  a celui  du  numérateur  P,  ou  x a le  mê- 
me expofant,  ou  faites  le  égal  a zéro,  s’il  ne  le  trou- 
ve aucun  terme  de  même  expofant  dans  P.  Vous  aurés 
par  là  autant  d’ équations  fimples  qu’  il  y a de  numé- 
rateurs indéterminés  A , By  CyEy  & c. 

4°  En  comparant  ces  équations,  vous  determine- 
res  les  différentes  valeurs  de  A,  By  C,  E 8c c.  que 

» a b 

vous  fubftituerés  dans  les  fraftîons  feparées 1-  

1 a -+x  b •+* 

C F 

-h — — t h&c. , 8c  vous  aurez  l’intégrale  S. 

c -h  x e -+  x 7 0 

P d x ■ — ■ . ■ — — — ■ ■ ■ 

- ‘--~A.L.a—\-x-\-B.L.b-+x-+-C.L.  c— i-x  —h  E. 

L.  e — h x — t-  8cc.  C.  F.  D. 

Exemple  I.  Soit  V~(a-\-x).(b-\-x),8cP  = 

H-+Kx,HouK  pouvant  être  zéro.  Car  P ne  peut 

etre  = H-4-K  x— t-  Lx2— *-&c.,  puifque  le  plus  grand  \ 

expofant  de  x dans  le  dénominateur  V développé,  ou 

dans  ab— \-a x-+bx— i-x1 , étant  2,  fon  plus  grand  ex- 
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pofant  dans  P ne  peut  point  furpaffer  1’  unité.  On  aura 

donc  H -*-K*  A t B A(b-+x)-*-B  (a-t-x) 

( * -4-  jt)  . ( b -*•  x ) a -4-  x b -*■  x (4  h-  x ) . (£  x )* 

par  confequent  P — H -4-  K x= A b-b- Ba-+(A -A-  B)x't 
d’ou  l’on  tire  les  deux  équations  A b -+B  a — H ,&c(A 
-+  B ) x=z K x , ou  A-+B  — K-,  & par  les  réglés  or- 
dinaires A—  — — — , 8c  B En  fubftituant 

ces  valeurs  de  A 8c  de  B dans  la  quantité  A.L.  «-+•*—♦- 

r»  r 7 — 7 H— K a , H— K b - 

B.L.  b -4-  x on  aura  , L.  a-*-x  — j L. 

b— a ’ ,—b 

b-\-x  pour  1’  intégrale  de  la  différentielle  proposée 

Hdx-t-Kxdx 
(*-**).(£-*■*)  * 

Exemple  2.  Soit  V—[a— 4-x).(Z>—4-x) .(c— 4-x), 

8c  P =:  H — I-  K x — h Lx 1 A.  ( b — t-  x ) . (c  —4-  x ) —4-  B . 

( a -4-  x ) . ( c -4-  * ) -4-  C { a — I-  x ) . ( b — t-  x ) zzz . 

-4-  Axx-i-Abx—b-Abc 
-4-  Acx 

—4-  B x x — 4-  B d x — I -Bac 
— t -Bcx 

-4-  Cxx~+Cax~+Cab 
—4 • C b x 

On  aura  donc  ces  trois  équations  Abc  —4-  B c a~ 4- 
Cab  — H j A b — 4-  A c — 4-  B o — 4"  B c — 4-  C d -4-  C b — K , 8c 
A -+  B-+C  — L.  Pour  trouver  plus  facilement  les  va- 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV.  165 

leurs  de  A,B^C  multipliez  tous  les  termes  de  la  fé- 
condé équation  par  l’ indéterminée  w,  8c  tous  les  ter- 
mes de  la  3 * équation  par  1’  indéterminée  » ; 8c  écri- 
vez les  négativement  fous  la  I®  équation  en  cette  forte 

Abc  — 1-  Bac  — I-  C a b — — H 
— A b m — B am  — C a m 
— A c m — B c m - — C b m 
— An  — B n — C n = — L n 
En  fuite  pour  trouver  la  valeur  de  A,  faites  Bac 

— Bam  — B cm  — B n = o , 8cC  ab — C a m — C b m — • 
Cn  — Oy  par  confoqueut  Abc — Abm  — A cm  — An 

— H — K m — L ».  Vous  aurés  par  la  I * équation  ac  — 
am  — cm  — n , 8c  par  la  II*  ab — am—bm-n-  donc 
ac  — cm^=ab — bm,  ac — ab~=z.cm — b m , 8c  en  divi- 
fant  par  c — b , m =4;  8cn=:ab  — aa  — ba=. — a a. 
Subfti tuant  ces  valeurs  de  m 8c.  de  » dans  l’ équation  Abc 

— Abm  — Acm — An=H — Km  — L »,  on  trouve 
Abc  — Aba — Aca-+Aaa~H — K a -h  La  a,  8c  A— 

H — K a -+•  L a a 
(*—«)•  (*— «) 

Pour  trouver  la  valeur  de  B faites  Abc  — Abm— 
Acm — An-=.o , C ab—  C a m — C bm — C»=o,  & 
B ac — Bam  — B cm  — B n—H— K m — L»;  vous  trou- 
vées »»=£,»= — b b , 8c  B~  • Enfin 

pour  trouver  la  valeur  de  C,  onfuppoCera  Abc— Abm— 
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Aon  — A n =o,  B ac  — B am  — Bcm  — B n =o , 8c 

C a b — Cam  — Cbm — C n = H — K m — Lnj  cequi 

, p H — Kf-f  Lff 

donnera  w =r,  n — — cc.ScC  — ; . 

’ > («  — *)•  (4—0 

En  fubftituant  ces  valeurs  de  AjByC  dans  la  quan- 
tité A.L.a-i-x-+B.L.b-+x~+C.L.c—i-x  , on  aura 

. • t i • ii  r / (H -i- K x -t- Lxx)  d x 

1 intégrale  de  la  différentielle  propolee  — , , — — — - 

HyK,L  étant  des  coudantes  quelconques  ou  zéro. 

Seconde  méthode.  Suppofant  toujours  P — H 

-4-.K  X— j-Lx1  — f-Mx'  -+8cc -+  T x'  ~ ' y V =■(  a~+ 

x).(b-±x).(c-+x)(e-*-x)8cc^-^r  = — j-  — - * 

V 4 -fX  b -*•  X 


Sec.,  par  confequent  P = A(b  -+*)•. 

(r  — 4-x  ).  (e-+x)  &c.^-B  (a  -4-*) . (r— *-x) . (e— +•*) . 
Scc.  — +- C ( u — f- x ) . (£— 4-x)  . (e  — l-x)  &c.  — t -E  (x— v-x) . 
(£  — f-x) . (r—t-x)  8cc.,  pour  déterminer  la  valeur  de  A 

y[  y 

dans  la  fraflion , nous  ferons =zR  — (b-¥x). 

a -+x  ' a -+-x  ' ' 

(c— Hx).&c.,&5'=:B(£,-+-x).  («■— »-x)  Scc.— *- 
C(b  — t-x) . (e— *-x)Scc.  — t-£(^-+-x).(r-+-x)&c. , d’ou 

5*  - 

l’on  tire  R(a-*-x)=.V,  — — = 


B 


^cc'»  & "TT — ' 


R 

S 


bi-x 
S 


— , ou  — 

R 7 R 


c -t-  x 
P 

~ÿ 


-4- 


t -t-  x 
A 


8c 
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AR  P-AR 


i6y 


, a caufe  de  V=R(a 


x).  Donc  la  quantité  P — AR  efl  exaflement  divifible 
par  x-±a,  puifque  le  quotient  de  cette  divifion  eft  S 
= B (c  — )-*).  (e  — h x ) &c.  — +- C (£— j-x) . (<?-t-x)  Scc.  — +■ 
& c.  ; par  confequent  fi  l’on  confidere  la  quantité  P — A R 
comme  une  équation  dont  1’  inconue  eft  x,  en  faifant 
P — A R — o,  x-¥a—o  fera  une  des  racines  de  cette 
équation,  & en  fubflituant  — a au  lieu  de  x dans  la 
quantité  P—AR , elle  s’  avanouïra,  & on  aura  A R 

p 

= P,  ou  A—  — . Donc  pour  trouver  la  valeur  du 


numérateur  A de  la  fraflion 


on  n’a  qu’a  prendre 


R = , 8c  fubftituer  — a aulieu  de  x dans  le  nu- 

p 

merateur  P & le  dénominateur  R de  la  fra&ion  - 


p 

8c  on  aura  alors  A~  — . On  opérera  de  la  même  ma- 

• B 

niere  pour  trouvér  le  numérateur  B de  la  frafUon  b — — , 

V 

en  preunant  R = — — 8c  en  fubflituant  — b au  lieu 

P 

de  x dans  la  fra&ion  — qui  par  là  devindra  égalé  a B ; 

on  trouvera  de  même  la  valeur  de  C,  en  fuite  celle  de 
E 8c c. , comme  on  le  voit  dans  la  table  fuivante. 
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yf 

H — Ka  -4-  La1  — Ma*  -#-  &C.  1 

Ji ■ 

n 

H — K b -t-L  b'  — MA’-4-Of.... . -±T 4X“* 1 

ij — ■ 

(*—t>).{c  — b).(c  — b)<yc. 

1 f 

H — Kc  -►  Lee — Mt’  -*>  &e -+Tcx~t 

E= 

( a — c).  (b  — e ).  ( t — c ) <?t. 

H—Ke-+Lee—M',-+&c.....-±.Tt>—t 

(«  — <•).  (A — e).{c  — t)&c. 

Le  dernier  terme  T xx— 1 a le  figne  — t-  lorfque  \ 
efl  un  nombre  impair  ; 8c  le  figne  — lorfque  A eft  un 
nombre  pair. 

Trosieme  METHODE.  Puifque  la  valeur  de  A 
A P 

dans  la  fra&ion  — — eft  troujours  — — , en  fuppofant  R = 
— - — & en  fubftituant  — a au  lieu  de  x dans  P 8c  dans  R, 

a-t-x 

r-r  n r 

ou  en  faifant  x-+-<j  = o;  on  aura  aulu  A — R 

8cA  V~P(a- f*),  dans  les  mêmes  fup- 

pofitions.  Donc  en  prenant  les  différentielles  de  part  8c 
d’  autre,  on  aura  AdV=^(.i-+x).dP-+Pd*  = Pdx 
a caufe  de  la  fuppofition  de  Or  puis  que  V 

— (£-**). (r-+x).(e-t-*)&c.,  on  aura dV 

— dx  (A—Hjc).  (r— *-*).(  e— h*  ) &c. 

(*-<-*).  (£-*-x).(  e-t-x) 
8c  c. 
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8cc.  -bdx(a  —i-x).(b  -t-x).  (c-+x)  &c.=dx  (b  -+x) . 
(r— j-x).  (e  — t-x)  &c.,  car.»— f-x  étant  = 0,  tous  les  ter- 
nies dx  (a-i-x)  . (c  — j-x).  (f— 4.x)  &c. , d x (<»— t-x). 
(J-l-x).  ou  le  faéleur  t-x  fe  trouve, 

s’  evanouïlfent,  & il  ne  relie  que  la  différentielle  dx 
(i-t-*).(r-fx).(r-+x)&c.=rfr.  On  aura  donc  A 


Pdx 


= -ttt  = 77 r-; Tl t. — après  avoir  fubftitué 

dV  (e-hx).  (e-i-x)Cfe.  r 

— ^ au  lieu  de  * dans  le  numérateur  P 8c  dans  le  dé- 
nominateur (b—hx).(c-t-x).(e-+x)8cc. , ce  qui  don- 


ne A— 


H-Ka-t-La'-Mx*  -+&e. 


•T,.’ 


comme  on 


1’  a déjà  trouvé  par  la  fécondé  méthode. 

Exemple  I.  On  veut  trouver  l’intégrale  de  la  Ira- 

5 dx  — 4 x xd  x 


élion 


En  comparant  Iç 


numérateur  (3 — 4 x1)dx  avec  le  numérateur  (H— t-JCx 

— +-  L x2  -4-  —h&e. . . . .— +•  T x’  l)  d x de  la  formule 

generale,  on  trouve  3 , .K  =<>,.£,= — 4 ,M=o, 
T = o;  & en  comparant  le  dénominateur  (i-+-x). 
(•—  1 -+-x) .(  2 — Hx) . ( 3 — t-x)  avec  le  dénominateur 
(a— \~x).(b— i-x).(r-+-x).(<r  — t-x)  de  la  formule  ge- 
nerale, on  trouve  a=i,b=. — 1 ,c= 2 , e = 3.  Sub- 
ftituant  toutes  ces  valeurs  dans  les  formules  trouvées  par 

la  fécondé  méthode,  on  trouve  A^z~ t~~ r 

Y 
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j_4  1 _ n-M.»  ’ 4 


— X ‘X 


, H -*•  Lb* 


*X  3X  4 


H -+  Le* 


*4 


H-t-Lx* 


(«  — r).  (4 — r).  (f  — e ) 

fraflion  propofée  ~A.L.a- 


— = — &£  = 

= — . Donc  1’  intégrale  de  la 


—4-  •£“  # L.  3 — J*  * • 

Exemple  2.  Pour  intégrer  la  fraflion  rationelle 
4 % d x -+■  s x .i  x faudra  réduire  (on  deno* 

minateur  a la  forme  du  dénominateur  (a-hx).(b— 4-x). 

» . . • 1 (H  -*•  K x -t-  Lx%)d  x 

(r-t-x)  de  la  formule  generale 

qui  eft  facile,  puifque  1 — x = — iX( — i-+*),d— t- 

3 X = 3 . (2H-x),  IO — 5*= — 5.  ( 2-+*);  & 

(l — x).  (tf— 4-  3*).  ( 10  — 5*)==I5‘  ( — 1-4-*)* 
(2-+x).( — 2-4-x),  qui  a la  forme  requife.  On  aura  donc 

4 x a'  x -4-  x x*d  x ( 4 x -4-  y x1)  d x 

(1—  x). (6-1-3*). (10—  ,*)  1 5 - C — * -*-*)•(*  -*•*)•(—*  "•'*)’ 

8c  on  cherchera  l’intégrale  de  la  fraflion 
( 4 * s ^ * , qu’on  divifera  en  fuite  par 

( 1 -4-x).  ( 2 -*•  X).( i-4-x)’  2 l 

15.  On  trouve  H=o, K=4,jL=5;  a — — 1,6  = 2, 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV. 

H — K a -*■  Li 


c = — 2 ; d’ou  l’on  tire  A — 

— Kb-*-Lb * — 8-1-10 

—5  V —4 


■ K c -*■  Lc% 


Ï7I 

o— *-4  -*•  % 

(b  — a).  If  — i X ~ 1 

I t 

x — ~~ 

-+•  8 io  »8 


(a  — f).  (A  — f) 


:y;A.L.a~hx— t-B 


L.b-*rx— \-C.  Le— \-x=. — 3-L.  * — i — L x -i-  2 —H  7. 


£ x — 2.  Donc  en  divifant  par  15,  l’intégrale  de  la 


fratlion  propofée  fera L.x  — 1 ->  ,Lx-+  2 — ■— 

t t 5 ij  tS 


L.x  — 2 . 


CXXIV. 


P d t 

Corollaire  I.  La  fraflion  rationelle  — — pourra 

toujours  s’intégrer  par  les  formules  precedentes,  lorsque 
fon  dénominateur  V n’aura  pour  faéleurs  que  des  binô- 
mes (impies  premiers  entr’eux,  ou  des  binômes  & tri- 
nômes du  fécond’  degré  auffi  premiers  entr’eux  & redufti- 
bles  aux  binômes  fimples;  tels  que  font  tous  les  binô- 
mes qui  ont  la  forme  dexx  — b^-\rh  étant  une  quan- 
tité réelle  & pofitive,  & tous  les  trinômes  qui  ont  la 
forme  de  xx-b-fx — g,  ou  la  forme  de  xx— y-fx— *-g 
pourvu  que  ~ ff  foit  plus  grand  que  g ; f étant  dans  ces 

deux  trinômes  une  quantité  pofitive  ou  négative,  / & g 
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des  quantités  réelles.  Car  le  binôme  xx — £ = (x-4- 

V>0x(# — V-O;  le  trinôme  **-t •/* — £ = ^x-t* 

7ff-+s)x  ^ - /—  y/"  7 fl  -*-5);ie 

trinôme  x * -+/x -+3  = ^ ~ y 7/— .g)  X 

(*_<.!/_ \Z“  J.ff—gyt  & y/’  j ff-+g eft  toujours 
une  quantité  réelle  lorfque  g eft  pofitive  ; mais 

f — ^ neft  une  quantité  réelle  que  dans  le  Cas  de 


-f  7^,  autrement  elle  cfl  imaginaire . Donc  fi  dans 

la  fraftion  rationelle --  le  dénominateur  £r=(rf-4-x) . 

(b-t-x)  Û'c.  ( — b— H .v x ) . ( — K — t- x x ) &c.  ( x 

■+**),( — L— f-»)*- t-xx)  ÔV,  (P  — 4-«x— t-x x)  , »» 

étant  plus  grand  que  P dans  le  dernier  trinôme;  On 
pourra  toujours  intégrer  cette  fraélion  par  les  formules 
precedentes,  en  faifant  les  fubftitutions  des  produits  des 
binômes  fimples  au  lieu  des  binômes  & trinômes  du 
2 * degré;  pourvu  qu’apres  ces  fubftitutions,  tous  les 
binômes  fimples  & réels,  dont  le  dénominateur  V fera 
çompofé,  foient  tous  différens  8c  premiers  entréux.  Par 
exemple  fi  le  dénominateur Fetoit  (2-+-x)( — 1— *-xx). 
( — 6— t-x-vxx),  on  le  reduiroit  a la  forme  requife  en 
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fubftituant  (1— t-x)( — i-t-x)  au  lieu  de  ■— 1— t-xx, 
8c  (3-+#).( — 2— t-x)  au  lieu  de  ( — 6~ t-x— t-xx); 
8c  on  aurait  F— (2-t-x). ( 1 — t-x). ( — -i— t-x).  (3— t-x). 
( — 2— t-x),  quantité  compofée  de  binômes  (impies,  réels, 
& tous  premiers  entr’eux. 

cxxv. 


Corollaire  II.  Lorfque  dans  la  fraélion  ratio- 

„ Pdx  r r,  P a b c 

nclle on  a iuppoie  -—  = -+-  - 1- h 

V rr  V a ~h  x b -*■  x c-hx 


S‘ 

8cc.  -+-  — , jetant  composé  de  faéleurs,  qui  font  des 

binômes  ou  trinômes  irreduétibles  du  2*  degré,  ou  des 
puiflànces  rationelles  de  différentes  fortes  de  binômes  ou 
trinômes  du  1 « ou  du  2 * degrez  ; & S1  pouvant  ctre 


exprimée  par  la  fuite  t-I/x1— t-Af x'-+-&c. 

dans  laquelle  l’expofant  de  la  plus  haute  puiflance  de 
x,  eft  moindre  que  celui  de  la  plus  haute  puilfance  dans 
le  dénominateur  on  pourra  toujours  detérminer  par 
la  fécondé  ou  par  la  troifieme  méthode  les  valeurs  des 
confiantes  indéterminées  A,B,C,8c c.  ou  les  numéra- 
teurs des  fraélions  dont  les  dénominateurs  /ï-t-x,£— t-x, 
c-+x,  &c.  font  des  binômes  fimples  8c  premiers  entr’eux. 

p 

Car  on  trouve  par  la  fécondé  méthode  A~=.  — , en  fai- 

fànt  K—  —V — , 8c  en  fubftituant  — a au  lieu  de  x dans 
a -t-x  1 
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P8c  dans  R,&.B=~y  en  faifant  R = & en  fub- 

fti ruant  — b au  lieu  de  * dans  P & dans  R ; &c. 

Soit  par  exemple  V—(a-+x).  (£-+-*).  (f— i-#*), 
a b s' 

— ; on  trouvera 
« 

H-n-Kx 

(i-t-x).(f  -i-xx) 

par  conféquent 


. P H -*■  Kx 

& T=—J^ 


b-*-x 


P _ 

par  la  fécondé  méthode  A—  — — 


H— K a 


B = 


H — K b 


J>).{c-+bb)  • 

H— K b 


( b — a ).  (c  -l-aa)  * 

H-t-Kx  H— K a --  -- , 

F”  (Fÿj.(t ■+«)(<» -m)  ~ — b ) .(c-t-bb)  . (A-*-*  ) c-*xx' 

_ H-t-Kx—  A{b  -t-x)^c-t-xx)  — B(a-i-x)(c-+xx)  . 

& * = (^«)C*^Ô  » 

lors  qu’on  aura  fubftitué  les  valeurs  trouvées  de  Ay  & 
de  B dans  le  numérateur  de  cette  fraélion  , il  fera 
éxaélement  divifible  par  fon  dénominateur  (/»-+-*) 
(b— >-x),  & le  quotient  fera  la  valeur  de  S1  fans  fra- 
élions,  ce  qui  doit  toujours  arriver,  puis  qu’on  fuppofe 

P 

dans  tous  les  cas,  que  la  fraflion  rationélle  — doit 


être  partagée  en  d’autres  fraélions,  dont  les  numérateurs 
foient  fans  fraélions , & par  conféquent  de  la  forme 

H',  — v-  K'x  —h L'x*  — *■  M'x*  —H  &c.  , dans  la  quelle 
H' y K' y L'y  M'y  &c.  font  des  quantités  confiantes,  ou 
zéro. 
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CXXVI. 

Corollaire  III.  Dans  la  fuppofition  du  Corol- 

P d X — — 

laire  precedent  on  a l’intégrale  S.  —y  = A.  L.  *-+*  -+- 

.B.  Z.,  b — t-x  — h C.  L . c — t-x  — h &c.  -4-  S.  — — . Lors  donc 

qu’on  aura  déterminé  les  valeurs  de  A , 5,  C,  &c.  par 
le  même  Corollaire  , il  ne  reliera  plus  qua  trou- 

ver  l’intégrale  de  la  fraflion  rationélle  — S'  étant 

= W— fi  K'x  —fi  Lx1  — t-A/V  — h &c.  & étant  = 
, — — — — - . Ainfi  lorfque  le  dénominateur 

(< -+* ).(«-►*;.( c-hX ) &c,  * 

P d X 

V de  la  fraflion  — p—  eft  compofé  en  partie  de  binô- 
mes Amples  et  prémiers  entr’eux , & en  partie  d’au- 
tres binômes,  ou  trinôme;  irreduflibles  du  2*  degré, 
ou  des  puitlances  des  binômes  Amples,  ou  des  binômes 
& trinômes  du  2*  degré,  les  binômes  Amples  ne  fe- 
ront plus  de  difficulté . 

Remarque.  On  peut  appliquer  les  méthodes 

p 

du  Problème  prémier  a la  fraflion  —,  lors  même  que 

fon  dénominateur  V a pour  fafleurs  des  binômes  ou 
trinôme;  irreduflibles  du  fécond  degré.  Il  n’y  a pour 
cela  qu’a  decompofer  ces  binômes,  ou  trinômes  dans 


i j6  Elemens  du  Calcul  inte’gral 
leurs  fafleurs  imaginaires,  Sc  trouver  en  fuite  par  les 
formules  du  Problème  les  indéterminées,  qui  doivent 
fervir  de  numérateurs  aux  fraflions  partielles,  8c  enfin 
prendre  la  fomme  de  ces  fraélions  . Si  l’on  a , par 
exemple,  -£•  = , ~ on  fuppofera  , 

r * y (x-+j)  (xx-hc)7  rr  (x-fj)(ÊXX-t-e) 

AB  C ABC 

— h 1 — T = 1 f-  ; — > 

*-*•  x-S=i  x-S^T'  X-+J  *-+m  x~m 

en  faifant  w = — c , 8c  — m — — — r.  on  trou- 

vera en  fuite  par  l’une  des  méthodes  du  premier  Pro- 
blème les  valeurs  des  indéterminées  A>  B , C;  celles 
de  fi,  & C contiendront  des  imaginaires;  Mais  fi  l’on 

B C 

prend  la  fomme  des  fraélions  r — } 

toutes  les  imaginaires  difparoitront,  & l’on  aura  une 


fraftion  de  la  forme 


■Gx 


F , 8c  G étant  des  con- 


fiantes . Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  fur 
cette  méthode,  qui  eft  fouvent  fort  embaraflànte  daus 
la  pratique. 

cxxvn. 


Problème  II.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraflion 

O 

P d X 

rationélle  — — -,  le  dénominateur  V étant  compofé  de 
binômes  8c  trinômes  irreduflibles  du  fécond  degré,  ou 
étant  = ( a — f x * ) . ( b — {-  x x ) . &c.  X (r— Hex— +-xx). 
(/h-£#-4-x#)  8c c. 

PRE- 
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I77 


fuppofez  — - = 


A -*-Bx 
a -+xx 


+ 


c-t-r» 

i -*■  xx 


— f &c. 


F —*•  G x 
c-t-ex-+  xx 


F-hG’x 

f-*-gx-+xx 


—H  Sec.;  A,  B, 


C,E,F,G,  Sec.  ctant  des  confiantes  qu’il  faut  déter- 
miner. 2®  Reduifez  toutes  ces  fraêlions  au  même  dé- 
nominateur F pour  avoir  P=  (A— t-Bx).  {b— t-xx). 
(r— t-ex-4-xx).  (y*— *-£*  — 1-**)  &c.  — t-  (C— hEx) . (a 
—H**).  **).  (f— 1-^ x -+xx)  Sec.  — t-  ( F— f- 

Gx)  . (i»-4-xx).  (l>— t-xx)  . (f-i-gx- 4-xx)  — I-  (F'— t- 
G'x). ( a — t-xx) . — l-xx).  (t-ffx- 1- xx ) Sec. 

3 o Développez  tous  ces  produits  Se  faites  en  la 
fomme  en  prenant  pour  un  fcul  terme  tous  ceux  dans 
lefquels  1’  expofânt  de  x efl  le  même,  Sc  égalez  ce 
terme  a celui  du  numérateur  P ou  x a le  même  expo- 
fant,  ou  faites  le  égal  a zéro,  s’il  ne  fe  trouve  aucun 
terme  correfpondant  dans  P.  Vous  aures  par  la  autant 
d’ équations  fimples  qu’il  y a de  confiantes  AyB,C 
F,G,8c c.  a déterminer  par  la  comparaifon  de  ces  équa- 
tions, comme  dans  la  première  méthode  du  problème 
I.  qui  efl  la  même  que  celle-ci . 

Exemple  foit  F=(<ï-t-xx)  . (£-f-rx-t-xx), 

P =H-+Kx-*-Lx'  -±M x\  Sc 

9 r a -+  xx 


- ° E* — ; par  confcquent  P—  (jf-4-Sx).  (£— t-cx 


—4- xx  ) — I-  ( C —4- £x)  . [a  — f-xx)  — — — 

Z 
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Ab  — b Acx  — bAxx 

—bBbx—bBcxx—bBx* 


—bCa  — +- C x x 

— t-  E a x — +■  E .v’  . 

On  aura  donc  ces  4.  zpl\iXÎïomAb—¥Ca,==zHyAc-¥ 
B b—b  E ,1  = K ,A-+- B c —hC —L,  B ~b  £ = JJ;  par  les 
quelles  on  trouvera 

H (b—  a)-+K  a c— La  — a)— Maac 

A— ; 

-f  (i  — a)% 

^ — a) L a a(b— a ) 

a c ç -4-  ( b — a )'  9 

ç _ H(  cc-+a  — b)  — K'c  b — ( -4-  Lb  (b  — a)-+M  a b c ^ 
ace  -#■  (£ — *)* 

^ H c — K ( £ — <*  ) — Lac —h  b b — £ * ) 

<»(r  -+  ( b — </)* 

4 o Apre;  avoir  déterminé  les  valeurs  des  confiantes, 
A^B^C^E^FyG , &c.,  on  les  fubflituera  dans  les  fractions  fe- 


parces  - 

A Jx  • 


Bx  C 

>T 


-ntl 

■ BxJx 


AJx 


■XX 

BxJ , 


-h 


CJ* 


•Exti* 


G*  (5,  . O ^ 

- , «c.  ; & comme 


FJ  j 


• G x J x 


b -t-  X x 

CJr 


c -*■  ex  - 1-  xx 

F.xJx  FJ i 


? 

&C.= 


-4-  X X 

GxJx 


— — h&c..  On  aura  l’intégrale  cherchée  S. 


en  prenant  la  fomme  des  intégrales  de  chacune  des  fractions 
feparées,  qu’on  trouvera  en  partie  par  les  logarithmes, 
& en  partie  par  la  quadrature  du  cercle  ou  par  les  tables 
des  finus , comme  nous  1 avons  démontré  précédemment. 
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Ï7P 

Dans  l’exemple  proposé  on  aura-^-^=  — h 

V • -+■  xx 

Bxdx  Cdx  Fxdx 

~ T~.,r T- ; Or  on  fcait  que 

a —r  x * o — h c x x * b -*-cx  x x 7 i 

r intégrale  de  la  fraélion  — ***■  efl  — , S étant  un  arc 
de  cercle  dont  la  tangente  eft  * 8c  le  rayon  V"  ; l’in- 
tégrale de  la  fraflion  - *d * eft  - B.  L.a—bxx;  8c  ainfi 

a-hxx  i ' 

des  autres. 

Seconde  Méthode  pour  déterminer  les 


£,F,G  &c.  Suppofons  toujours  P=H-bKx-bLx,-b 
JVfx5— »-&c.,  F=(<*-4-xx)  (£-fxx)&c.  X (c— f-  C X — J*  xx) 

(f -bgx-bxx)  &C.  , & —A~hB 

F-t-G'x 


C -*■  Ex  F-t-Gx 
+ 1 


-+*— 


xx  6 -¥■  x x c -+  ex  -<-xx 

&c.  Si  l’on  veut  déterminer  les  conftan- 

A-^-Bx 


f-t-gx- *-xx 

tes  A 8c  B dans  le  numérateur  de  la  fraélion 
V 


on  fuppofera  R : 


-=(£  — t-xx).  ( c- 


■ ex- 


■ xx ). 


(/-+5x-4-xx)&c.&  = par  ou  l’on 

aura a-t-xx ~==  ^ ~ (C— l-£x).  (c— 4-f x— t-xx) 

(/-+gx— l-xx).8cc.— I-(F-4-Gx).(A-+-xx).  (f-bgx—b 
xx)Scc.  — ^-(F,  — fGx)  (£— f-xx)  (r— be x-bxx)  &c.— 
parconfequent«— l-xx  eft  un  divifeur  exaél  de  la  quantité 
J>  — R{A-+Bx );  donc  fi  on  confidere  cette  quantité 
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comme  une  équation  dont  l’inconnue  eft  x,  en  faifant 
xx  -±a=o,  ou  xx  = — «,  ou  x = — V — «•,  & fubfti- 

tuant  a 8c  en  fuite  — V — «au  lieu  de  x dans 

la  même  quantité,  on  aura  deux  équations,  par  les 
quelles  on  déterminera  les  valeurs  de  A 8c  de  B.  Suppo- 
fons  pour  plus  de  facilité  m=z>f — a , 8c  qu’en  fubfti- 
tuanc  m au  lieu  de  x dans  P — R(^-+Bx),  on  ait 
l'equation  .P — R(A-*-Bm)=oy  8c  qu’  en  fubflituant  — m 
au  lieu  de  x,  P devient/»,  & P devient  r,  de  forte  qu’on 
ait  l’autre  équation  p — y(A — B m ) = <>,  on  trouvera 

p 

par  la  première  équation  A~>rBm  — — y 8c  par  la  fé- 
condé A — Bm=z^~  d’ ou  l’on  tire  par  1’  addition  i A 


R r 


Pr  -h  * R 


Z — ï-8c  = 

R r 


Rr 
Pr  — pR 


■ 8c  par  la  fouftraélion  2 Bm^z 

j - P f -+-p  R 

, ou  aura  donc  Az— — 


m Rr  1 2 R r * 

Sc  B=  . On  raifonera  de  même  pour  trouver 

tm  Rr  r 

les  confiantes  F & G du  numérateur  de  la  fraélion 
F , en  fuppofant  R = — 

« •+(»  H 


f-t-  **-*-»* 

F-t-G  * 


’ y 


— : par  ou  l’on  aura  P — R (F-*-G x ) 

C -t-tx  -*-XX  R ' ï v ' 

P 

=^o,  ou  F — *-G  x — — en  fubflituant  au  lieu  de  x les 


deux  racines  que  donne  1’  équation  xx-wx  — hc=o, 
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qui  font  x — — \e~*  ^ \ee — c ^ ~ Ie  — 

c — ,c , qu’on  peut  reprefenter  par  m & par  ». 
On  peut  aufli  réduire  1’  équation  F -+■  G x=:  — a la  forma 
de  l’autre  yf-+-Bx=4,  en  faifant  x==a -e  8c  en 

écrivant  par  tout  * — e au  lieu  de  x dans  la  pre* 

p 

miere  équation,  ce  qui  donnera  f'-+C*^=— e n fup- 

pofant  F'  = F — ~ Ce. 

„ , J>  A-+B*  F 4C* 

Exemple  . On  a fupposé  — =7^77“4‘7^7.^T*» 
& on  veut  trouver  les  valeurs  de  A 8c  de  5.  on  aura  P 
= H-+-  K x —>r  L x'-t-Mx5,  F=(rf-+-*x).(c-+-cx-t- 
xx),R  = c-hex-l-xx,&^r=  fr en  fubftituant  »i 

— /j  au  lieu  de  x dans  P 8c  dans  R , & — w — 
— — ii  au  lieu  de  * dans  p8cr.  Or  par  la  i * fub- 

flitution  P=^H—‘r  K m—¥  L rn'—^Mm^ , R — c— +-  e m — H 
mm\  par  la  2 * fubftitution  P = H — K m-^-L  m1  — • 
Mm’J,r=zc — par  confequent  Pr=(H- 4- 
R w— t-Lw’-t-  /Vf  ) . ( f-Hram  — fw),  & />R=(H 

— Km-t-Lm* — Mn^J  X (c-+mm-+em).  Lafomme  de 
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ces  deux  produits  Pr-t-p  R = z H(c-i-mm)  — zK  emm 
-4-2  Lmx  ( c-i-mm  ) — z Mm* e.  Le  produit  Rr  = (r-|. 
wm-ffw)  . — cm)  = (f4ww)‘  — cem  } 

i-  p R __  H(c  -+-m  m)  — K t m m-*-  L m m m)  — M m * e 


Donc 


2 Rr 


= A 8c  en  fubftituant  la  valeur  — a au  lieu  de  wm,on 


trouve  A=z 


H(c  — <)-f  Km — La(c  — a)  — Ma  a e 


(f  — irj*  -\-tea 

la  i « méthode.  Pour  trouver  la  valeurdc  B = 


comme  par 
Pr—pR 


2 m Rr 


on  fubftituira  m au  lieu  de  x dans  P 8c  dans  R 8c — m 
au  lieu  de  x dans  p 8c  dans  rj  ce  qui  donnera  Pr 

—pR  — — 2 Hem— 1-2  K m (c— \-mm  ) — z L me  -+ 

zMm  (c— 2 m R r = 2 m (r  — 4-ww)  —2  me1  m 1 

P r — p R — -t-mm)  -LwV-hMmwff-fmw) 

2mÆr  (c  m w)*— 


par  confequent 


— Hf-»>  K ( f — -*■  tae-Ma(e-a) 

(/•—«>  ■+«*** 


B , comme  par  la 


J * méthode. 


CXXVIII. 

Problème  III.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraftion 

-p-,  lors  que  fon  dénominateur  V renférme  des  puif- 

fances  rationélles  quelconques  de  binômes  fimples,  ou 
de  binômes  & trinômes  redu&ibles  aux  binômes  fimples. 


/ 
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Suppofoos  £'■=(<*-+#)  .(£-+*)  . , & c. 

les  expofans  »»,  »,  p «tant  des  nombres  entiers 

P 

pofitifs  plus  grands  que  l’unité;  on  aura  ~ = 
— — ■ — , lexpolant  a étant 

(a-t-x)"'.  (i-f*)'  . («  ■+*  )r  C àv. 

égale  à la  Comme  des  éxpolàns  m _<.  » ~+p  h-  &c. 
lorfque  cette  Comme  des  éxpolàns  ne  Cait  pas 
un  grand  nombre  on  peut  Ce  Cervir  de  la  premiers 

p 

méthode  des  Problèmes  précedens,  en  CuppoCant  — = 

A-*-Bx-*-Cx  ->-£ xl  -*-••••  -t-G  xm~l  A-t-B’x-t-C'x*— i-Fx*  •"•-i  G'x,~t 

(--*r 

- ; Or  reduifant 

toutes  ces  Craélions  au  même  dénominateur  & éga- 
lant la  Comme  de  tous  les  termes  des  numérateurs  dans 
les  quels  * a le  même  éxpoCant  au  terme  corréCpondant 
de  P,  ou  k zéro,  on  aura  autant  d’équations  Cimples 
qu’il  y a de  confiantes  indéterminées  A , B,  C,  E, 
G,  A,  B,  G,  ET,  G,  aT,  B',  G,  &c.,  on  déter- 
minera ce;  confiantes,  & on  intégrera  en  Cuite  chaque 
fraflion  Ceparée  par  les  méthodes  du  Chapitre  précèdent. 
Mais  comme  cette  i.re  méthode  eft  peu  praticable  lors 
que  la  Comme  des  éxpoCans  »»  » -+  p -*■  &c.  eft  un 

grand  nombre  ; on  pourra  dans  ce  cas  Ce  Cervir  des 
méthodes  Cui vantes. 


i8+ 
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, . -r  PJ*  I,d 

Prémterement  putlque  -p-  — 


Mx'  d x 


■&.C., 


TxK~~‘  dx 


K xdx  Lx'  d x 

l'  K ^ V 1 ~ 

, on  peut  chercher  fépa- 


v ' v 

rement  les  intégrales  de  chacune  de  ces  fraflions,  & 
en  faire  la  Tomme,  qui  fera  l’intégrale  de  la  fraflion 

propofée  P-~-  . Or  chacune  de  ces  fra fiions  peut  fe 

réduire  h d’autres  fractions  dont  les  numérateurs  font 
des  confiantes  & les  dénominateurs  font  V , ou  des  fa- 


fleurs  de  V : Car  — K ■ 


Km 


K d» 


K a dx 


K x dx 

& — = 
.1 

— Lx — • 


Lmx  Lx'dx  Lxdx Laxdx 

X-M*  y ( O * )m~‘  •(*-+*'/'•  U -~xf&C.  V ’ 

& chacune  de  ces  deux  frafîions  peut  fe  réduire  encore 

comme  la  fraflion  — — — , & ainfi  des  autres . Donc  la 

difficulté  fe  réduit  a l’intégration  d’une  fraflion  comme 
Ad* 


14-*,  A étant  une  quantité  confiante,  & ^ étant  V , 
ou  un  fafleur  de  V.  la  fraflion 

en  faifant  a-+x~y~ 1 , x—y~ 1 — a = (x — ' , 
-t- x = ( I -+£ — a.y)y~1  & c-f*  = (i-+c — ».y)y~ 1 

— Ay~*d  y 

fe  réduit  li  celle-ci — . TT  — .y 
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— Ay* -*dy 

= — ' , traction  quon  pourra  cn- 

(l  -+b — a.y)'  . (1  -t-c — J.y)  . &c. 

core  réduire  en  divifant  le  numérateur  par  le  dénomi- 
nateur, & en  fuite  par  les  fafleurs  du  dénominateur; 
julqu’k  ce  qu’on  foit  arrivé  k des  relies,  qu’on  réduira 
encore  k des  fraflions,  dont  le  numérateur  ne  contien- 
dra qu’une  feule  puilfance  d’un  binôme  fimplc;  & on 
trouvera  les  intégrales  par  les  méthodes  du  Chapitre 
précédent . 

On  peut  aulfi  réduire  tout  d’un  coup  la  fraflion 

P à x Hdx  ■+  Kxdx  -*■  Lx*  J x Mxl  d x C '9t.  r r 

— — ■= en  iuppolant 

a— 1 , & en  fubllituant  par  tout  — y~~*dy 
âu  lieu  de  dx  , (i — ay)y  1 au  lieu  de  x; 
( i—\rb — «y) y 1 au  lieu  de  b — t- *;  ( i — K — <’.y)y  1 


au  lieu  de  c— t-x,  &c.  ce  qui  donnera  — ~ — 

-Hym ’ -'dy-Ky”  i-jy).dy-Lym  -«(  I~xy)ldy-&c. 

(i  -*-l> — ‘‘■y)  X (l  -+r — x.y)  X &c- 
fraflion  qu’on  pourra  encore  réduire  en  divifant  d’abord 
le  numérateur  par  le  dénominateur,  ou  par  fes  fafleurs, 
& en  fuppofant  en  fuite  i-+by  — ay=zu  1 , ou/  = 


' — I » j — u~xdu 

— , & dy—  ■ 


b — j 

Exemple  . 

4 xdx 


(i  _►*)».(  î-t-x)l 


Pour  intégrer  la  fraflion 
on  la  comparera  avec  la  formule  ge- 

Aa 


/ 
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+ J, -*M*' **-+&'-  & on  aura 

H=0,  K — 4,  L = o,  tt—1 , A = 2,w=2,  w=3, 

p — o;  en  fubllituant  ces  valeurs  dans  la  formule  ge- 

p,vx  _ H,m  ■+*  -V» —K  >■”  -*•’  ( i — »y)fy 

ncralc  -r-  = — 1 , — . v „ ,p 

V (i  -+b—a.y)’  X ( i -*-c — *-y)  • 

4 xdx  -4  7*(»— •O'O' 


on  au- 


ra 


( 1-4-*)*  •(!-<-<  )* 


=/  S «u 


on  trouve 


-,  8c  <i-+-x  = i -4-x 

(*-*■/)* 

Or  en  fuppofant  y — H i = z , 

_4J»  ( I -y)dy 4;»  dz— ■ 1 6 z'  d z -*■  i ° ?-d  z — Zdz 


i 1 -*-/)• 


, 1 6Jz  20 dz 

= 4 dz. 1- 

* Z Z . 


. — ; 8c  l’intégrale  cherchée 
z»  ’ 0 


*0  . 4 4 ( * ”*■  1 ) ,*t(x~*z\ 

4* — iéi*  ~ l6L\*  + i) 


en  fubllituant  — au  lieu  de  z. 

x-fl  *-ht 

On  pourroit  auffi  employér  cette  autre  méthode 

P 

qui  elt  alfés  fimple.  Suppofant  y=zz(a— t-x  fR,  8c  — = 


’A B'* F'it'-i-CÎyf. -4- G'*" “* 

{«  -*•*)" 


J 

n » 


on  démontré 


facilement  qu’en  divifant  le  numérateur  A’ -+B' x—*~ 


C #,-+-.E'*î-^-8cc....G*’,  par  les  fafleurs  (*-»-/»)”  *, 

J 8cc.  du  dénominateur  («-t-/»)" 
on  peut  toujours  réduire  la  fraflion 


N 
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(«“•“O' 

C 


a cellcs<y 


(«-*•«)* 
G 


B C E 

-H 1 1 h&C , 

(x-fo)"-1  (*--!-*/”»  (x-i-x)’-'  x-ha7 

dont  les  numérateurs  A,B,C,E  ,Ù’c.G  font  des  quan- 
tités confiantes  qu’il  faudra  déterminer.  On  aura  donc 

P A B C E 

7 ' 


&C. 


(*-+«)•  («-H,)»-»  («H-*)’-» 

G 5* 

(-  —•  ; d’ou  l’on  déduira 

x -t-a  R 7 


P—  R/t-RB(x-fa')-RC(T-+*)t—RF(x->-«y—&c. . . . RG(x ->-■>)"  ~ * 

j ■ — - ■ ■ . 

Le  numérateur  de  cette  fraélion  ayant  l’entier  S"  pour 


quotient,  fera  diviftble  par  (x-ba)n,  & par  fes  faéleurs 

l,  ( x-+a  )n—îScc.  & x— t -a.  Donc  fi  on  con- 
lidcre  ce  numérateur  comme  une  équation  dont  x eft 

l’inconnue,  en  faifantP — RA-RB{x-+a) — UC(*-+ii)! 

— RE  (x-+d)’  — Scc RG  (x—¥ a)n~l  =.0  8c  qu 

on  la  di vile  par  fa  racine  x-*-a  — o le  quotient  fera 
=3,  ou  fi  l’on  fubftitue  zéro  au  lieu  de  x-¥a  dans  tous 
les  termes  ou  x— \-ti  fc  trouve,  il  ne  reliera  que  P — RA 
qui  doit  etre  aulfi  divifible  par  x— H/»,  8c  le  quotient 
doit  etre  zéro.  Donc  fi  dans  la  quantité  P — RA,  on 

met — a au  lieu  dexon  aura  P — RA—o,  Sc  A— ~ ^ 

apres  avoir  fubllitué — a au  lieu  de  x dans  P 8c  dans  R. 


1S8  Elemens  du  Calcul  ivte'gral 

Ayant  ainfi  déterminé  la  valeur  de  la  confiante  A,  fi 

on  divife  encore  l’equation  P — RA — RB(x— *-a) — RC 

(x-4-ay  — RE(x-+aÿ— &c — G(x-t-«)m—l  = ot 

P — RA  . 

par  x 3,  on  aura  — -R B=zo  , les  autres 

termes — RC(x— — RE(x— *-/»)*  — Scc — G (x 

p ___  p yf 

— *-a)n~ * s’evanouïflant.  Donc  fi  on  fait ^P'en 

' x -+•  a 

P* 

laiffant  x,  variable,  on  aura  P'—  RB=o,8cB  = ~ 

après  avoir  fgbfiitué — « au  lieu  de  x,  dans  P'  & dans 
R.  De  même  ayant  ainfi  déterminé  les  valeurs  des  con- 
fiantes A 8c  B,  fi  on  divife  encore  P — RP  — RC 

( x— t-/»)  — RE^x—H/ï)1— !-&c — G ^x— ♦-/»)”  ' par 

P' — rb  __  „ _ . ^ 

x— on  aura  — — RC — -RE  f x—¥  a ) 

x -+a  * 

P*—  R B 

&c Gfx— t'/j)”  * — 0,  ou — RC^z.o  8c  en 

fuppofant  — — =P”,  on  aura  P‘~-RC=zo8cC=z 

après  avoir  fubftitué— /»,  au  lieu  dexdansPSc  dans 
R.  On  continuera  de  la  même  maniéré  & avec  la  mê- 
me facilité  a determinér  les  autres  confiantes  £,  P,G& c. 

CXXIX. 

Problème  IV.  Trouver  l'intégrale  de  la  fraélion 

P ti  x 

—p— , lorfque  le  dénominateur  V a pour  fâéleurs  des 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV.  185; 

puilTances  rationelles  de  binômes  ou  trinômes  irrcJufti* 

p 

blés  du  fécond  degré.  Soit  — =: 


H -+  Kx  -+Lxl-b  M x1  -*  &c. . ■ . .Tx*-» 
(<-*-**)".  {6  -t- ex  -+  xx  )™  &c. 


A -+  B x -+  C x1  -*•  F *’  . . . . C x»  ' 


( a w-  * x )* 


A -*-  B~x-»  C x»  -+  F x»  -t-  &c. . ■ ■ G V"  -t-gÿ-f. 

On  trouvera  les  valeurs  des  confiantes  indéterminées 
A,ByC,&c.  A' ,B C y&c.  par  la  t ' méthode  des  pro- 
blèmes precedens,  en  reduifant  ces  fraélions  au  dénomi- 
nateur commun  V , & en  égalant  les  termes  correspon- 
dans  des  numérateurs , pour  avoir  autant  d’équations  qu’il 
y a de  confiantes  a déterminer. 

On  pourra  fe  fervir  de  cette  autre  méthode. 

« P 

Suppofant  F=z{a-*-xM)  .R,  & — = 


■ Bx  -+.Cx*  -t-F'*! 


h — , on  demon- 


(xx-4-*)*  * 

tre  facilement  qu’en  divifant  le  numérateur 


— t-C'x1  — *-Ex*  — 1-  Scc —4 -G'*”  1 par  les  fa&eurs 

(xx-+-/*)"  (xx— »-«)”  *,(xx— t-*)"  5&C.  &XX— M 

du  dénominateur  (xxh-o)"  , la  fraflion 
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/.  + Bx-t-  CV»  -+F.xt-f-&c. -t-  G'x'  -• 


duire  a celles-ci 


A-*-  B x 


peut  toujours  fe  ré- 
C -*■  F * F-t-Gx 


8CC. 


R-t-Kx 


-b 


(xx-4-rf)"-* 

, les  lettres  Ay  By  C,  Ey  F,  G, 
H K'  lignifiant  des  quantités  confiantes,  ou  zéro.  On 


. P A- 1-  B x 

aura  donc  — = 


■ Ex 


-b  — 


F-t-Cx 


(«x-k)''1  (** 

&c -4 1 : d’ou  l’on  déduira  comme  ci- 

xx  R 

defTus  S=z 


P-RÇ4-t-Br)-R(C-<-Fx).(xx-<-a)-R(F^Gr).(rx-t-:i)'-&c~R(R-i-Kx).(xx->-a)’~‘ 

(XXH-X)" 

fraélion  dont  le  numérateur  fera  divifible  par  la  puif- 
lànce  ( x x —b  a )"  & par  tous  fes  faéleurs  (xx-ba)  , 

(xx-4 -a)’h~*y  Sec.  8c  xx-ba.  Donc  en  raifonnant  com- 
me dans  la  derniere  méthode  du  Problème  précédent, 
fi  on  divifê  le  numérateur  par  x x —ba=o y fuppofition 
qui  donne  x — az=J>iy  8c  x— — >V — a— — my 

p 

on  aura  P — R(A—bBx)=oy  & A—bBx  — — , 
d’ou  l’on  tire  deux  équations  en  écrivant  fuccéflivemcnt 

m 8c  — my  ou  -bV — < a , & — V — ay  au  lieu  de  x 
dans  les  quantités  B x y P 8c  Ry  8c  oa  déterminera  par 
ces  équations  les  valeurs  des  confiantes  A 8c  By  com- 
me on  a fait  ci-deiius.  Après  avoir  fubftitué  les  va- 
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leurs  trouvées  de  A 8c  de  B>  fi  on  divife  encore  par 
xx-+x=o,  l’équation  P — R(A-+Bx) — £(C-f£x) 
(**-+■«)— R(F-+Gx)  (xx— m)*  — 8cc ....  R(H-^K'x) 

( xx — ha ) , on  aura  — '~mx+a -R(C-4-£x)=o  ; 

les  autres  termes  dans  les  quels  fe  trouve  xx— t-x,  s’é- 
vanouïflant  par  la  fuppofition  de  x x—i-a—o . Si  donc 

on  fuppoie  - — ~ P en  laiflant  x variable,  on 

aura  P — £(C— +-£x)=o,  8c  C— f£x=  ~ ^ ce  qui 
donnera  encore  deux  équations  pour  trouver  les  valeurs 
de  C & de  £ en  fubllituant  fuccéflivement  — Lm  8c 
— m au  lieu  de  x.  Ayant  déterminé  les  valeurs  de  C 
& de  £,  on  divifera  encore  l’équation  par  xx— i-a—o  , 

8c  on  aura  - — — £(  £— j-Cx)=o,  d’ou  l’on 

x x-t-a  x 77 

p" 

tirera  l’équation  F-bGx—~  en  fuppofant  P"~ 
& on  déterminera  les  valeurs  de  £ & de 

XX-+*  9 

G par  les  deux  fubftitutions  de  m 8c  — au  lieu  de 

x dans  l’équation  F— »-Gx~—  . On  voit  bien  qu’on 
peut  continuer  de  la  même  maniéré  pour  déterminer 
les  valeurs  de  toutes  les  autres  confiantes . Il  efi  clair 
aulli  que  fi  au  lieu  du  binôme  \x-+-x  on  avoit  pro- 
pofé  un  trinôme  irréduélible  comme  b-¥cx—\-xx  ce 
feroit  la  même  folution;  puifque  le  trinôme  fe  réduit 
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au  binôme  en  faifant  x = z -c.  & en  fubftituanc 

2 1 

par  tout  Z — -jr  au  lieu  de  x. 

CXXX. 

Corollaire  General.  Il  fuit  de  tout  ce  qui 
vient  d’être  dit  dans  le  cours  de  cet  Article  , qu’on 
pourra  toujours,  en  fe  fervant  des  méthodes  des  Pro- 

P à x 

blemes  precedens , intégrer  la  fra&ion  rationclie  — ~~  , 

lorfque  le  numérateur  P étant  de  la  forme  H — *■  K x 

— t-Lx^—t-Mx* -+-  & c.,  de  façon  que  le  plus 

haut  expofant  de  x foit  moindre  que  le  plus  haut  expo- 
fant  de  la  même  quantité  x dans  le  dénominateur  V , 
ledit  dénominateur  V pourra  fe  decompofer  en  binô- 
mes fimples,  en  binômes  8c  trinômes  du  fécond  de- 
gré redu&ibles  & irreduflibles , & en  puiflânees  ratio- 
nélles  de  binômes  fimples,  & de  binômes  & trinômes 
redu&ibles  & irreduflibles  du  fécond  degré;  c’eft  a di- 
re lorfqu’on  aura  P—  (<»— t-x)  Scc.  (xx  — £)(xx-t-rx 
— t-e)  &c.  (xx— k-f)  (xx— t-^x— +-/)&c.(?m— t-x)'Scc.  (xx 
— »)*(xx— bp  x— t-qY  8cc.  (xx-+-r)*(xx  — t-/x-4-r)1  8cc. 
SoppoGint  les  quantités  xx  — {,**- t-c  x— t-e,  & c.  ré- 
ductibles aux  binômes  fimples;  celles  *x-+/,  xx  — t-gx 
— t-/,&c. irreduftibles;  xx — »,xx— \-px— t-^,&c.  redu&i- 
bles;xx-+-r,xx-+y‘x-f-r,  &ç.  irreduClibles. 
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ARTICLE  TROISIEME. 

De  la  maniéré  de  refoudre  le  dénominateur  de 

la  fraélion  rationelle en  faveurs  réels  d’une  ou  de 

SL 

deux  dimeniions. 


CXXXI. 

Nous  fuppofons  toujours  que  le  dénominateur 

un  polynôme  de  la  forme  xx-+Ax*~ ‘-+S*1- *-+■ 

— \-Mx~ t-N;  l’expofant  \ étant  un  nombre  entier  pofi- 
tifj  A,ByC,M  des  confiantes  réelles  ou  zéro,  & le  der- 
nier terme  auffi  réel  & pofitif,  ou  négatif.  On  peut 

auffi  lui  donner  cette  forme  i-mc2ux~ * 

qcx~'xztcxy  en  faifànt  ri  cx  =:  N ; 

k — ~ ;»>= ~ ;*=  ^ ; ?=— > & alors 

&c.  font  des  nombres  réels  & connus  que  nous  appelle- 
rons les  coefficient  numériques  des  termes  ou  ils  fe  trou- 
vent. 

CXXXII. 

Pour  trouver  les  faéleurs  du  polynôme  4^,  °n  le 
fuppofera  égal  a zéro,  & on  en  fera  une  équation  dont 
la  variable  ou  l’iuconnue  fera  «.  On  cherchera  enfuite 

Bb 
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par  les  méthodes  connues  toutes  les  racines  réelles  de 
cette  équation,  comme  x=/»,x— — £,  & chacune  de 
ces  racines  donnera  un  fadeur  (impie  & réel  du  poly- 
nôme 4^;  puifquc  l’equation  4i.— 0 fera  exactement  di- 
vifible  par  x — ,1—0 , par  x— *-/>— 0,  Sic.  de  forte  que, 
fi  toutes  les  racines  de  l’equation  ^==o  font  réelles,  le 
polynôme  ^era  entièrement  decompofé  dans  fes  fa- 
deurs réels,  & fimples.  Mais  fi  cette  équation  a des 
racines  imaginaires  il  faudra  chercher  par  les  méthodes 
que  nous  allons  expliquer  les  fadeurs  réels  de  deux  di- 
menfions  qui  renferment  toutes  les  racines  imaginaires 
prifes  deux  a deux. 

CXXXIII. 

Theoreme  . Si  l’expofant  \ de  la  plus  haute 
puiflànce  de  x dans  l’equation  4}_— 0 eft  un  nombre  im- 
pair, cette  équation  aura  au  moins  une  racine  réelle, 
& le  polynôme  jÇP  un  fadeur  réel  fimple. 

Démonstration.  Soit  A = z — i- 1 , & 4)== 

équation  a 

deux  variables  x &/,  qu’on  peut  rapporter  a une  courbe 
MBCM\  (fig.  10.)  dont  l’abfcifie  AP=x,  & l’ordon- 
née correfpondante  PM=y  . Si  dans  cette  équation 
4^—  y on  fuppofe  x ou  AP~o , on  aura  l’ordonnée 
AB  ou  / = z±JV  quantité  réelle.  Soit  premièrement 
AB=-hN  quantité  pofitive;  Si  dans  cette  fuppofi- 
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tîon  on  prend  pour  x ou  pour  AP  une  quantité  affez 
grande , pour  que  x2  “ 1 furpafTe  la  fomme  de  tous  les 

termes  négatifs,  qui  peuvent  fe  trouver  dans  on 
aura  encore  pour  l’ordonnée  P Mou  y une  quantité  pofi- 
tive;  ruais  fi  on  prend  pour — x une  quantité  AP1 , tel- 
le que — foit  plus  grande  que  la  fomme  de  tous 
les  termes  pofitifsde  jf?,  l’ordonnée  correfpondante  P' HT 
fera  négative,  &la  courbe  MBM!  coupera  l’axe  P AF 
en  un  point  C,  ou  l’on  aura/  = o,  par  confequcnt 
& la  quantité  réelle  AC  — — x fera  une  raci- 
ne réelle  de  l’equation  £)j=o. 

Soit  en  fécond  lieu  AB— — N quantité  négative. 
Si  dans  cette  fuppofition  on  prend  pour  x,  ou  pour  AF 
une  quantité  fi  grande  que  x2‘u'+I  furpafTe  la  fomme 
de  tous  les  termes  négatifs  de  on  aura  pour  l’or- 
donnée correfpondante  /,  ou  P'M'  une  quantité  pofiti- 
ve.  Si  on  prend  pour — x l’abfcifTe  AP  fi  grande,  que 
— x2  U~*'  furpafTe  la  fomme  de  tous  les  termes  pofitifs 
de  l’ordonnée  correfpondante  PM  fera  négative  & 
la  courbe  M BM  coupera  encore  Taxe  en  un  point  C, 
ou  Ton  aura  ^ 8c  la  quantité  réelle  AC=zx 

fera  une  racine  réelle  de  l’equation  C. jfp. F.D. 

CXXXIV. 

Theoreme.  Si  l’expofànt  \ de  la  plus  haute  puif- 
fance  de  x dans  l’équation  £)==o  eft  un  nombre  pair, 
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8c  que  le  dernier  terme  de  cette  équation  foit  négatif, 
ou  —N;  cette  équation  aura  au  moins  deux  racines 
réelles,  8c  le  polynôme  deux  faveurs  réels  (impies. 

Démonstration.  Soit  A = 2m,  & Sgjzzx111 

— V A 2— t- — équation  qu’on 

peut  rapporter  a une  courbe,  dont  les  abfciflcs  foient  x, 
8c  les  ordonnées  correfpondantes  y.  Si  dans  l’equation 
Qz =o,  on  fuppofe  x=o,  on  aura  pour  l’ordonnée  y 
une  quantité  réelle  négative  —-N;  8c  fi  l’on  prend  pour 
* une  quantité  pofitive  fi  grande,  que  xlft  furpaffe  la 
fomme  de  tous  les  termes  négatifs  de  l’ordonnée  y 
fera  pofitive;  Par  confequent  la  courbe  coupera  l’axe, 
& l’equation  0 aura  une  racine  réelle.  De  même 
fi  on  prend  pour  * une  quantité  négative  fi  grande 
que  fa  puiflance  paire  qui  fera  toujours  pofitive, 
fiirpafle  la  fomme  de  tous  les  termes  négatifs  de  j^, 
l’ordonnée  correfpondante  y fera  encore  pofitive,  par 
confequent  la  courbe  coupera  encore  l’axe  en  un  autre 
point  oppofé,  & l'equation  Q—o  aura  encore  une  au- 
tre racine  réelle;  elle  aura  donc  au  moins  deux  racines 
réelles.  C.Q.F.D. 

CXXXV. 

Corollaire.  L’equation  generale  Q=o  peut 
toujours  fe  réduire  a cette  forme  x1(‘-+Acit2l‘~ ' 1 -+■ 
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Bc!*,(,-,-+-Ccî*l''“5-»- -+clf,=o,  m étant 

un  nombre  pofitif  quelconque,  8c  A,  B,  C,  & c.  des 
coefficiens  numériques  réels,  ou  zéro.  Car  fi  l’expofaut 
de  la  plus  haute  puiflance  de  x dans  Q efl  un  nombre 
impair,  on  pourra  divifer  l’équation  par  x-+/t 

= o,  & la  réduire  a une  équation  de  dimenfion  paire; 
& fi  le  dernier  terme  de  cette  équation  elt  négatif,  on 
pourra  la  divifer  par  l’equation  de  deux  dimenfions,  qui 
fera  le  produit  de  deux  racines  réelles  de  l’equation 
£)j=:o,  8c  on  continuera  la  divifion,  jufqu’a  ce  qu’on 
ait  employé  tous  les  faveurs  réels  8c  fimples  de  J0,  ou 
qu’on  foit  parvenu  a une  équation  de  dimenfion  paire, 
dont  le  dernier  terme  foit  pofitif. 

Exemples.  Soit  £>=: x2 * 1 -h c2 * ^ 1 . Ayant 

fuppofé  x2f,'*t-i-c2f‘~hl=o  , on  aura  x2fJ~l’I=:— 
c2l‘~hl  • x = — . cy  x— t-c=o  ; en  divifant  x*'1’4’1 
— H r1  **  1 par  x — t-  c , on  trouve  le  quotient  x1  H— 

cS<‘-'-*.c1x2^2  — cîx'IÂ- 3 -h 

c'*-'  x2  —c**-1  *-*-^"=0. 


Si  i2.=  x1'1'4" 1 — c2l,~*l=0y  on  trouvex— c=o, 
3c  le  quotient  xIU— i-cx 



Soit j^=x* ,1— c1  ^ ; ayant  fuppofé  xliU — 
on  trouve  x2l‘=c2t‘ ; & xlt‘—c2f'— 

( x" -4- c"  ).(*"— c"). 
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CXXXVI. 

Nous  appellerons  réciproque  le  polynôme  xx  — t- 

Ac xx~l  -+  B c xx~*  A cx  1 x-K-v , 

dans  lequel  les  coefficiens  numériques  du  prémier  S:  du 
dernier  terme,  & ceux  de  tous  les  autres  termes  egale- 
ment éloignés  des  deux  extremes  font  les  mêmes,  & 
ont  les  mêmes  fignes  -+•,  ou  — •;  & fi  on  fait  une 
équation  de  ce  polynôme  en  l’égalant  a zéro , cette 
équation  fera  auffi  nommée  réciproque . 

CXXXVII. 

Corollaire  I.  Le  binôme  xx— v-c*  eft  récipro- 
que, puifque  le  coefficient  numérique  du  premier,  & 
du  dernier  terme  eft  — t- 1 , 8c  que  les  coefficiens  numé- 
riques des  autres  termes , qui  manquent  peuvent  être 
exprimés  par  -+o.  • 

CXXXVIII. 

CorollaireII.  Le  trinôme 
dans  lequel  K eft  un  nombre  pofitif,  ou  négatif  eft 
réciproque;  car  on  peut  l’exprimer  par  ce  polynôme 

a1**— i -K  J1  #“-*-/£  c'* «“  — t-r*1*,  qui  a les  conditions  re- 
quifos. 


? 
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CXXXIX. 

Corollaire  III.  Tout  polynôme  réciproque 

**-+-  Aex '-4-  Bc1**—1  Bc*—*  x1  — +• 

Acx~ 1 x— 4-c*  eft  compofé  de  deux  parties  femblables, 
l’une  2 — t-Ô'r. , & l’autre  cA-+ 

Acx~ 1 x— \rBcx~ **x2-4-Ô'r. , de  forte  qu’en  mettant  r 
au  lieu  de  *,  8c  x au  lieu  de  c dans  la  première  par- 
tie, elle  devient  la  fécondé;  8c  réciproquement  en  écri- 
vant x au  lieu  de  c,  8c  c au  lieu  de  x dans  la  fécondé 
partie,  elle  fe  change  en  la  première.  Il  faut  feule- 
ment remarquer  que,  quand  l’expofant  A eft  un  nom- 
bre impair,  les  deux  parties  réciproques  ont  le  même 
nombre  de  termes;  mais  lorfque  A eft  un  nombre  pair, 
il  y a dans  le  polynôme  un  terme  mitoyen,  ou  egale- 
ment éloigné  des  extremes,  dont  on  peut  ajouter  la 
moitié  a chaque  partie  pour  les  rendre  parfaitement 
femblables,  comme  nous  avons  fait  dans  le  Corollaire 
precedent . 

CXL. 


Lemme.  Si  on  multiplie  le  polynôme  réciproque 

x*  1 — 4-  m c xx~ > -4-  n c*  x>— 4— 4 -p  r’  xx  5 -*-qc*  xx~6 

—H<7  cx  6 x4  — 4 ■ p c 5 x’  — 4 -n  r*  4 X1  — i -m  cx  î x— 4-  cx  2 par 
le  trinôme  réciproque  x1  -4-£rx— 4-c2 , le  produit  fera  un 
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polynôme  réciproque  qui  aura  pour  coefficiens  numériques 
de  fes  termes  2*  , 3*  , 4*  , 5*  , 6 « &c.  les  quantités 
in—+-k  , » — +■ krn  —<r  1 , p—i-kn—i-m  , q — k p — n , 
r-*-kq  -+•  p,  s — 4-  k t — +- q , &c.  on  démontré  ce  Lemme 
en  multipliant  la  première  partie  *Wl  — ^mcxx~ *-+. 
n c1  xx~‘ ♦ -+•  ÔV.  par  , & enfuite  la  fé- 

condé Partie  cx~ 1— t-mcx~>x  — ♦*ï-+-  &e.  par 

t'~  — 4-^fX— *-X*. 

CXLI. 

Lemme.  On  fait  que  l’cquation  xx-ïpx-t-qr=Oy 
dans  laquelle  q eft  une  quantité  réelle  quelconque,  & 
p une  quantité  réelle  ou  zéro,  peut  reprefenter  toutes 
les  équations  réelles  de  deux  dimenfions,  & que  fes  ra- 
cines fontx=— '—^p— pp — qyScx— p — - 

X-^pp—i' 


cxur. 

Corollaire  I.  Les  racines  de  f équation  generale 
xx-*-px-+q~o  Seront  réelles  i.°  lorfque  q fera  une 

quantité  négative;  2.0  lorfque  —^pp  ne  fera  pas  plus  pe- 
tit que  q;  car,  Si— pp=qy  on  aura  x=— — p.  Mais 

elles 
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elles  ferolent  imaginaires  fi,  q étant  pofitive,-^-/>/>etoit 

plus  petit  que  q;  puis  qu  alors  — pp — ÿfera  une  quan- 
tité négative. 

CXLIII. 

Corollaire  II.  L’equation  *# -— -2 a*-¥aa-¥bb 
=0,  dans  laquelle  b eft  une  quantité  réelle  quelconque, 
& a une  quantité  réelle,  ou  zéro,  & dont  les  racines 

font  #=<»-+•  b — 1,  & * = <* — b\f  — 1,  peut  re- 
prefenter  toutes  les  équations  du  fécond  degré  dont  les 
racines  font  imaginaires.  Carfuppofant  que  dans  l’ équa- 
tion generale  du  fécond  degré  xx-t-px—ïq^o  la  quan- 
tité q foit  pofitive,  Sc-^pp  plus  petit  que  q , afin  que 
les  racines  de  cette  équation  foient  imaginaires,  on  pour- 
ra toujours  fuppofer  — ia=p,  ou  a=— ~py  ka a 
-+bb)  ou  -^-pp-4-b b = q;ce  qui  donne  bbz=q—~~pp, 

& b = q — ~^PPt  quantité  réelle  par  la  fuppofition  • 

CXLIV. 

Corollaire  III.  L’ équation  xx—  2 box-^aa—o^ 
dans  laquelle  a eft  une  quantité  réelle  quelconque,  Sc b 

un  nombre  moindre  que  l’unité,  ou  zéro  peut  repre- 

Cc 
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fenter  toutes  les  équations  réelles  du  fécond  degré,  dont 

les  racines  font  imaginaires . Car  fi , dans  l’ équation  ge- 

narale xx— hpx-+q=o;  on  fuppofe  q pofitive  , & —/>/> 

plus  petit  que  qy  on  pourra  toujours  faire  aa=qy  ou  a 

q,  & — zba=p,  0\xb~ — . 

CXL  V. 

Corollaire  IV.  L’ équation  xx — iax. Cos.  N— h 
<7/»=o,  dans  laquelle  on  fuppofe  que  a foit  une  quan- 
tité réelle  pofitive  ou  négative,  & N un  angle,  ou  un 
arc  pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  eft  l’ unité,  peut 
reprefenter  toutes  les  équations  réelles  du  fécond  degré 
a racines  imaginaires,  excepté  le  cas  de  Cos. 
car  l’ arc  N étant  pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  eft 
l’unité,  fon  Colin  us  eft  toujours  un  nombre  quelconque 
moindre  que  l’unité,  lors  qu’il  n’eft  pas  ri- 1 , ou  zé- 
ro, ainfi  on  peut  le  mettre  a la  place  de  b dans  1’  e- 
quation  xx-— i bttx— k-aa=zo.  Mais  lorfque  by  ou  Cos. 
N dans  ces  deux  équations  eft  rt  i , elles  fe  changent 
en  xxr±2xx-4-/»/j=o,  quarré  dont  la  racine  eftx^±rf 
=o.  Il  faut  aufli  remarquer  que  les  racines  del’equa- 
tion  xx  — 2/*x.  Cos.  N— k~aa=:o  font  x=x.  Cos.  N— t-a. 

Sin.IV.  V — i , &x=x.Cos. N — x.Sin. nV — i .Caron 
a x=z  a.  Cos.  Nz+f/’a  a. Cos.N* — aa\  or,  dans  le  cercle 


y 
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dont  le  rayon  elt  1 , on  aChs.  N — »-Sin.  N = 1 , par  con- 
1 ■■■  1 

fequent  Cos.  N.  — 1 =—  Sin,  N ; Donc  x~a.  Cos.  ATrt 
Zos. N—i=a.Cos.Nz±al//—  Sia. N =a.  Cos. 2V 

z£*Sin.N.V — *i. 

CXLVI. 

Corollaire  V.  L’  équation  xx— 2 bcx—^-kcc 
— 0 , dans  laquelle  r eft  une  quantité  donnée,  /b  8c.  k 
des  nombres  indéterminés,  peut  reprefenter  1’  équation 
generale  en  faifant  kcc~q , ou  k— 

— , Si — 2bc=ù,  ou  b=. — — . 

A l’aide  de  ces  préliminaires  on  entendra  facile- 
ment les  méthodes  que  nons  allons  propofer  pour  trou- 
ver les  faéteurs  réels  doubles,  ou  de  deux  dimcnfions 
du  polynôme  ^>==0. 

CXLVII. 

Première  Méthode.  Lorfqu’on  voudra  chercher 
généralement  tous  les  faéleurs  réels  doubles  du  polynô- 
me on  divifera  ce  polynôme  par  xx-+-px— t-ÿ,  ou 
par  xx—  zben— & on  pouffera  la  diviftoq , jufqu’a 
ce  qu’on  foit  parvenu  a un  relie  de  la  forme  Mx— \-k-, 
dans  lequel  xx  ne  fe  trouve  plus,  8c  comme  la  divifion 
doit  eftre  fans  relie  , on  fera  Mx—o , ou  M=o,  8c 
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k=o;  ce  qui  donnera  deux  équations  pour  trouver  les 
valeurs  des  deux  indéterminées  p8cqy  ou  b 8c  k-  Mais 
fi  on  veut  trouver  feulement  les  faéleurs  réels  doubles 
a racines  imaginaires , on  divifera  par  l’ un  des  trois 
faéleurs  *.<— *î b ax—^raay  ou  **  — 24*— t-44— hbby  ou 
Mx  — 2 4*.  Cos.  AT-t-44,  & le  refte  fournira  deux  équa- 
tions pour  trouver  les  valeurs  des  deux  indéterminées 
b 8c  4,  ou 4 8cby  0U4,  8c  Cos. M 

CXLVIIL 

Exemple  I»  Soit  ^_=s»?-4*fî;  en  divifant  par  ** 
— 2 bcx—¥ kee  le  quotient  eft  x-*-ibcy  8c  le  refte 
4 b'c'x — kc1»  — î bkct-t-c*  ; par  confequent  on  aura  les 
deux  équations  4 b1ct  — kct—oy  8cc*  — 2 b kc*  = 0 , 

d’ou  l’on  tire  £ = 4 b*  ] i=:2  bk  = 8 bJ  y & 2^=1; 
k—i;  le  fafleur  double  eft  donc  xx-cx-t-cc,  8c  le 
faéleur  fimple  *-+-2  bc~x-Jrc. 

CXLIX. 

Exemple  II.  Soit  4>==*4-wr4:  en  divifant  par 
xx-—iax-+-aa-±bb  y ou  par** — 24*-+-r,  en  faifant 

Y—na-Jrbby  le  quotient  fera  **-4- a 4*-+- 444— -r,  & 

le  refte  de  la  divifion  84**— ^arx~+c* — 4 aar-\-rr\ 

Ce  qui  donne  les  deux  équations  84* — 4«r=ii , 8c 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV. 


2°5 


c4 — ^aar-+rr=o;  d’ou  l’on  tire  z*x=r,  & c4=4«4, 
ou  cc—zaa\  za—^cl/z.  Les  deux  fâ£leurs  doubles 
font  donc  xx-f cxf^z-fcc,  & xx— •cuVz-+-cc. 

CL 

Seconde  Méthode.  Si  le  polynôme  4*_ala  for- 
me 1-t-BxK  ~~ 2 — {-Cx*  ~ * — t-JV,  on 

prendra  pour  un  de  fes  deux  fâfleurs  le  polynôme  R,  ou 

x'  * —\-A'x'  *-4-  B!  x*  4— (-C'x*  * -+H,A\ 

B\ C',  H étant  des  confiantes  indéterminées;  on  multi- 
pliera R par  l’autre  iafleur  de  deux  dimenfions  xx—t -pu 
-+q,  ou  par  xx — z*x— \-aa- k-bb,  ou  par  xx — zbax 
—L/ta,  enfuite  on  égalera  chaque  terme  du  produit  au 
terme  du  polynôme  4>,  dans  lequel  x a le  mefme expo- 
fant,  ou  a zéro,  fi  n’a  point  de  terme  correfpondant 
a celui  du  produit.  On  aura  par  la  autant  d’équations 
qu’il  y a de  confiantes  indéterminées  dans  les  deux  fa- 
fleurs,  & on  déterminera  leurs  valeurs  par  la  compa- 
raifon  de  ces  équations. 

CLI. 

Si  le  polynôme  a la  forme  xk— \.Acx'~ 1 

Bc1  x*- i ~f  c';A,ByC^  &c. étant  des 

coefficients  numériques  donnés,  on  prendra  pour  le  fa- 
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fleur  R le  polynôme  *K  1 -4- me/  J 


i — 4 
•ne  n 


? * — 5 
te  x 


ji  — i 

•ri — j — & pour  l’autre  fafteur  le  tri- 


nôme x x -4- £ ex -4-£cr  <7,  &c.  étant  des  co- 

efficicns  numériques  indéterminés,  dont  on  trouvera  les 
valeurs  en  égalant  les  termes  du  produit  aux  termes 
correfpondans  du  polynôme  & en  comparant  les 
équations  qui  en  refultent. 


CLII. 


Cette  méthode  cft  furtout  d’ufage  lorfque  le  poly- 
nôme eft  réciproque,  ou  de  la  forme  x -*-AcxK 

-+Bc‘lx"~t -4- B cK  *** -4- A cK~Ix -f c* . Car  alors 

on  peut  prendre  pour  le  fafleur  R le  polynôme  reci- 

proque  *'~~l -+m cx^ 5 — {-Hc1xr"~ ’4  — !-/><:*  **  * 

~+pcK  5x*  — l-nc*~~ * x1  — {■me'  *x— (-c*  & pour  lau- 

tre  fafleur  le  trinôme  réciproque  x1  -+kcx— t-rr,  & par 
le  Lemme  N"?  cxl.  on  aura  les  équations  fuivantes 
m—>rk~Jt,n-*-krn-+-  i—B,p-+-kn—*-m=C,q—*-kp 
-4-»  = D,r— \-kq-*- p — E) &c.,  par  lesquelles  ou  trou- 
vera les  valeurs  réelles  de  k dans  tous  les  cas  particu- 
liers ou  l’expofant  A fera  déterminé;  car  on  aura  dans 
chaque  cas  autant  d’eqyations  qu'on  aura  fuppofé  de 
coefficients  numériques  indéterminés  dans  les  deux  fa- 
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fleurs  xK-^kc x—bcc,  8c  R,  ou 
ne1  xx— 4-*-/> cl  xx_î -+•  &c. 

e 4 . 

Si  A = 3 , ou  x’  -hAcx  —*-A c *-+- c%  on  au- 
ra /?.=x-4-r,  8c  le  produit  de  x— t-r  par  xx-4-^cx-*- 

cr,  ou  x?  — i-^rx1— t-crx— h c x*  — \-kccx  — t-c’  Comparé 

avec  ou  x?  -t-^/cx*— vAc'x— t-c5  donnera  l’equa- 

tion  (£r— \-c)x*=:Acxi , ou  k-+i=Ay  d’ou  l’on  tire 
k — A — 1 , 8c  le  fafleur  xx— t-^fx—t-rc  = xx— v-c  x 
( A — 1 ) -+rc. 

Si  A"4,  ou  Q=zx*  — \-Acx*  — lBczx*  — i-^c'  x— 1- 
r4,  on  aura  R~x* -+mcx— hcc,  & le  produit  dex1— »- 
>wcx— frr  par  x1  — 4-£c x — t-cc  comparé  avec  ou  x4 
—4-  A c x'  — +-3c*  x*  — x-+-c4  donnera  deux  équations, 
la  première  m->rk~A , & la  fécondé  x — \-km— t- 1 =2?, 
aulieu  de  la  fécondé  équation  generale  n— t-km— t-i  = B; 
par  ce  que  dans  ce  cas  « devieut=:i;  Car  fi  on  com- 
pare terme  a terme  la  formule  generale  *x— *— Hwrxx— * 
— t-HC1xx— 4— t-pc?xx— '5-+-8cc.  avec  le  fafleur  x*— l -mex 
— t-rc,  on  trouve  »=i. 

Si  A=5,ou  ^=x?— t-.^cx4-f  Bt^x* -fBr^x*— t- 
-//c4x-4-r5 , on  aura  R—x*  — \-mcx*  -+mr’x— J-r^&deux 
équations,  la  première  m-+k~Ay  la  fécondé  m— \-k>» 
-4-  x =B;  par  ce  que  dans  ce-  cas  fi  on  compare  la  for- 
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mule  generale  «K— * — *- mr/-’ -+-»£•** K~‘ * — *-5cc.  avec  le 

fafleur  *’  -t-wr»,-4mc1j(-+c!  on  trouve  n—m. 

Si  A = tf,  ou  £)=zx6— ^Acx"  -4-5 c1*4— t-Cc* x’ 
— t-Br4#1  — — H-ô,on  auraH=*4-+->»cxJ— wjc1*1 
■+mcî*-ff4,  & trois  équations,  la  première  w— t-£ 
— A,  la  fécondé  n-*-km— t-i=B  & la  troifieme >»-+■ 
£w— *-w=C,  aulieu  de  la  troifieme  équation  generale 
p-*-kn—*-rn=C;  par  ce  qu’en  comparant  la  formule 
generale  8c c. 

avec  le  fafleur  x4  -+«f  x*  -4- ne*  x1 -+m c'Jx-+c*y  on  tro- 
uve p~m. 

On  voit  par  ces  exemples  qu’on  peut  dans  tous  les 
cas  déterminer  la  derniere  équation  generale  des  coeffi- 
cients numériques,  en  comparant  terme  par  terme  la 
formule  generale  x*  *— 1-  mex'  5 -+nc2  xx~ 4 — i-pc*  xx  5 
h-c4  X1- 7 -t- & c.  avec  le  fafleur  il  qu’on 
aura  trouvé  dans  chaque  cas.  Il  peut  neantmoins  arri- 
ver qu’on  ne  puiife  trouver  par  ces  équations  aucune 
valeur  réelle  de  k comme  dans  la  fuppofition  de  A 1=4; 
l’on  a les  équations  m— \-k  — A,  8c  2— = B;  d’ou 
l’on  tire  >n  = A — ky  & i-\-Ak — kk—By  ou  kk  — 

Ak  — z — B;Ce  quidonne£=-|  Az±^f  2 — f-  LA  A— B, 
valeur  imaginaire , lorfque  jB  furpalfe  la  quantité 

2 — H — 1 AA,  Alors  il  faut  avoir  recours  a d’autres  fa- 

4 fleurs; 
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fleurs;  par  exemple , au  lieu  des  fafleurs  xx—hfccx—hcc, 

& xx'-+mcx—hccy  prendre  xx-+  k c x — \-fjcc,  Ikxx- 4- 

C C 

mex- 4-— . 

b 


CLIII. 

Nous  allons  appliquer  la  fécondé  méthode  a quel- 
ques exemples. 

Exemple  I.  Soit  propofé  le  binôme  x^-bc*  y on 
le  comparera  avec  le  polynôme  réciproque  4>,  ou  xK  — 4- 

Ac -4 -Bc2  x -4 -B  c’"-1  -4-  Ac' '“I  x — 4- 

y & on  aura  >>  = 5 , A=.o ^ B=o , R = —bmcxx 
-4 •mc‘*4c!,  & les  deux  équations  m — 4-£  =0  , 
m-bkm-b 1=0  ; d’ ou  l’on  tire  w=r — £ ; k k —b 

k~i  , & £= — * ~ ^ ; par  confequent  on  a pour 

xx-bkcx—bcc  deux  fafteurs  réels  , * x -4.  ^ ~ 1 ^ 

2 

ex  ^ J •—  X j 

-4- cf,  & **  — — - — hcc ; le  troifieme  fafleur 

fimple  fera  x—f-r,  qu’on  trouve  en  faiûnt  x*  -bc*  = o. 

Exemple  II.  On  propofe  le  binôme  x — r*. 
En  failànt  x" — c5  ~o  on  trouve  un  fafleur  fimple 
* — c = 0,  & divilànt  x* — c 1 par  ce  fafleur  on  a 
pour  quotient  le  polynôme  réciproque  x4  — 4-  c x?  — 4-  c*  x* 
-+  c5  x -4-  c4 , qu’on  comparera  avec  j£>_  comme  dans 

Dd 
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l'exemple 'precedent,  & on  aura  -\  = 4,  A—i^  B = i; 
^ = mcx-bcc  & les  deux  équations  m-+k=iy 
& i— »-^w-4-|  = {,  ou  km  _)-i=^o;  d’ou  l’on  tire 
m~i — ; k>n  = k-^-kk  ; & f-i=o  = £ — 


£ k — h I 
8c  pour 


ou  ££ — k=  i ; par  çonfequent  £=- 
* x -+kc x — \-cc  les  deux  facteurs  réels 

) . f*( « — ✓*  ) 


■ rc,  Sc  xx- 


-t-rr. 


* » 
x X — J- 


Exemple  III.  On  propofe  le  binôme  x6— hc6. 
On  aura  \ = 6;  A—o,  B = o , C = o,  & les  trois 
équations  m—*-k  — o , n k m -+  i —o  , w— ►-£»—+- 
m = o , ou  ï m -4- kn  — o'j  ce  qui  donne  m = — 

n~kk — I,  & — zk-t-k' — k = o = k ? — d’ou 

l’on  tire  k — o , & £ = l±  ^ 3 ; donc  on  aura  pour 
x x -+■  £ r x — »-cc  les  trois  fa&eurs  **-+cr,  xx-bcx  yf  j 
—fcc,  xx — f*  V^3_+‘f£'; 

Exemple  IV.  On  propofe  le  binôme  x7-4-r7, 
en  le  comparant  avec  on  trouve  A = 7,  A—o , 

B — o , C = o ; ,R:=x*— I-wrx4— f w^x3— h^c^x1  — 
8c  les  trois  équations  w— f£  = o,  »— t- 
km— y- 1 = o , & n— Hw==o;  d’ou  l’on  tire  — t- 

££ — zk-^-i—o,  équation  dont  toutes  les  racines 
font  réelles,  8c  qu’on  trouve  par  les  Tables  des  Sinus. 
Exemple  V.  Si  on  propofe  le  trinôme  recipro- 
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que  , on  aura  A = 4 , A~o , 

B~zH‘  R — xx— \-mcx  — t-cr,  8c  les  deux  équations 
m—'rk  — o,  & i-+km  — 2 H;  ce  qui  donne 
V2 — 2//,  valeurs  réelles,  lorlque  H n’eft  pas  plus 
grand  que  l’unité , & imaginaires  lorfque  H T 1 ; mais 
dans  ce  cas  l’equation  x^—^zHccx1  —j-f4  — 0 donne 

*’==— Hc'rtcW  H1  — 1,  valeurs  réelles  8c  les  deux 
facteurs  font  xx-+Hc*— ec1  H*  — 1,  8c  xx—^-Hc* — 

cWh  — 1. 


CLIV. 

Troisième  Méthode.  Suppofant  que  le  poly- 
nôme ou  l’equation  Q—o  contienne  des  racines  imagi- 
naires, on  prend  pour  un  de  fes  faéleurs  réels  l’equa- 
tion xx  — 2 ax-*-aa-*-bb=zo,  dont  les  deux  racines 
imaginaires  font  x=a-*-bV — 1,  8c  x—a — b>f — 1. 
on  fubftitue  l’une  de  ces  deux  racines,  par  exemple, 
a—\~b  V — 1 au  lieu  de  *,  8c  les  puiffances  de  cette 
racine  au  lieu  des  puiflânces  de  * dans  le  polynôme 
par  ces  fubftitutions  on  change  en  un  autre 
polynôme  compofé  de  deux  parties,  dont  l’une  eft  toute 
réelle , 8c  l’autre  eft  multipliée  par  V — 1 ; 8c  comme 
en  fubftituant  dans  une  équation  quelconque  la  valeur 
de  l’inconnue,  tous  les  termes  fe  detruifent  mutuelle- 
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ment,  on  égalera  a zéro  chacune  des  deux  parties  du 
polynôme  Q après  la  fubftitution  de  a-+bsf  — i au 
liçu  de  #,  & en  divifant  par  V — i la  partie  qui  eft 

multipliée  par  V^,  on  aura  deux  équations  toutes 
réelles  qui  ne  contiendront  que  les  deux  inconnues  ay 
& b,  On  trouvera  donc  par  la  comparaifon  de  ces  deux 
équations  les  valeurs  réelles  de  a & de  by  qu’on  fubfti- 
tuera  dans  le  trinôme  hk  — 7.  a*-¥aa~+bb  y pour 
avoir  les  faveurs  réels  du  polynôme 

ÇL  V, 

Il  eft  bon  pour  Mage  de  cette  Méthode  d’avoir 

une  Table  des  puiffances  du  binôme  a~+b\[~~  1 fe- 
parée  en  deux  parties , l’une  toute  réelle  , & l’autre 

multipliée  par  V — 1 . Or  en  faifaqt  p=V  — l , 

ppz^z-^i  , p‘— — V"  — 1 5 p*~i  , p^-V  — iy 

p*  — 1 , (7c.  on  aura  a «h-  b V X —a->rbp  y & 

par  la  formule  generale  du  binôme  de  Newton 

(a-ïbp)'  = a —*■  n a b p ~4-  ~ a”~'  b\ />*  — t- 

J $ J-* b*p*  — +•  (7c. 

*,  } r i.  J.  4 

la  partie  réelle  de  *"  fera./»"—- — - — z»"”*1  £ 
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CLVI. 

Exemple.  On  veut  trouver  les  deux  fàReurs  réels 
doubles  de  l’equation  generale  du  quatrième  degré. 
Nous  avons  démontré  que,  fi  le  dernier  terme  de  cette 
équation  eft  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  racines 
réelles,  qu’on  pourra  trouver  par  les  méthodes  ordinai- 
res; & en  divifant  l’equation  par  le  produit  des  deux 
faéleurs  fimples  que  donnent  ces  deux  racines,  on  aura 
pour  quotient  l’autre  faveur  réel  double.  Il  ne  nous 
relie  donc  qu’a  chercher  les  deux  faéleurs  réels  doubles, 
lorfque  le  dernier  terme  de  l’equation  du  quatrième 
degré  elt  pofitif.  Alors,  en  faifant  évanouir  le  fécond 
terme  de  cette  équation,  on  pourra  toujours  la  réduire 

a cette  forme  x4— h5c**1-+-Ccî*-4-c4  = o,  & on  aura 
fuivant  la  Table. 

»»4=: w2  -+4*1»*  — 4«4  -4-4 amb  V — 1 
Bc'x^Bc'm  —i-ïBc*ab\f-—î 

CcJx=Cc*a 


on  a donc  les  deux  équations  ni1  — 4 a' 

-t-Cc!<i-fc4=5,  & 4 amb'J — 1 -t-rBc*  ab\f — 1 — f 
Ce*  bV^-l-Oy  ou,  en  divilànt  par  bV-— T,  4 am-i- 
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zBc  a— *•  C c —o.  d ou  1 ou  tire  m — ; 

4-  * 

8c  en  fubftituant  cette  valeur  de  m dans  la  première 
équation,  on  trouve  6\a-+  3 z Bçx  a* -\-(^BB~-i  6) 
c*  a a—  C*  c6 —O)  équation  d’un  degré  pair  dont  le  der- 
nier  terme  eft  négatif,  par  laquelle  on  trouvera  deux 
valeurs  réelles  de  a.  On  aura  enfuite  la  valeur  réelle 


de  m par  l’equation  w = 


— <■»(  i8*-fCt) 


d’ou  l’on  dédui- 


ra la  valeur  de  b b par  l’équation  b b — a Sub- 

ftituant  ces  valeurs  réelles  au  lieu  de  a & de  b b dans 
le  trinôme  xx-, — zax— a a -+  b b , on  aura  deux  fa- 


veurs réels  doubles  du  polynôme  x*-+Bcxxx  — i-Cc5# 
» 

Si  on  fuppofe  que  le  dernier  terme  de  l’equation 


H-c4  , 


du  quatrième  degré  foit  négatif,  ou  — r4,  en  fe  fervant 
de  la  même  méthode  on  trouvera  pour  la  première 

équation  mx  — r*  m — .4/- \-Cc*  a — c*—o  ; 
la  fécondé  équation  fera  la  même,  Sc  on  aura  pour  re- 
fultat  l’equation  6^a6'-+  3 iBcxa'  — h(^BB^i  6)  c*na 
— Cxc6=zo.  On  peut  encore  remarquer  que  ce  reful- 

tat  64a6— j2flf,/'+(’45B'+ié  )c*  a a— -Cxc6  =0, 
en  faifant  devient  une  équation  du  troifieme 

degré. 


s. 
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CL  VII. 


Quatrième  methode.  On  prend  pour  un  des 
faveurs  réels  de  l’equation  x x — 2 a x . Cos.  Ar-+- 
= dont  les  deux  racines  imaginaires  (Art.  cxlv.) 
Sont  # = <>(Cof. AT— t- Sin. K\f— 1 ) Sc  * = //(Cos.A— 1 
Sin. NV~i  ).  Ou  fubftitue  dans  l’une  des  deux  ra- 
cines au  lieu  de  x comme  dans  la  methode  precedente, 
Sc  l’on  réduit  par  cette  fubftitution  le  polynôme  .Qa 
deux  parties,  l’une  toute  réelle  qu’on  égalé  a zéro,  Sc 
l’autre  multipliée  par  V — 1,  qu’on  égalé  aufli  a zéro, 
après  l’avoir  divilee  parV — x , & par  la  comparailon 
des  deux  équations  on  détermine  les  valeurs  réelles  de 
//,  de  Cos  .AT,  8c  de  Sin.  N;  car  comme  Sin.AT-4-Cos.AT 
= 1 , lorfqu’on  aura  la  valeur  réelle  de  Cos.  AT,  on  aura 
aufli  celle  de  Sin. AT,  & réciproquement.  Pour  les  puiflao- 
ces  dexexprimées  par  celles  de  d.Cos.  Nzta.Sln.N  — 1, 
on  les  trouve  facilement  & très  Amplement,  puifque 
(Art.  lxxv.) 

On  a toujours  xn~a".Cos. n Nztan .Sin. nN\f — r; 


xt  = az . Cos.  2 Nz±az  .Sin.  2 AT V—  1 
Par  confequent  i ~a' . Cos.  3 N^ta*  .Sin.  3 AT  V — x 


x4 == *4 . Cos.  4 ATZ±  a4 . Sin.4  AT  V— 1 
Sc  ainfi  des  autres  puiflances. 


Lort 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV. 


217 


CLvnr. 

Lorsque  le  polynôme  eft  réciproque,  & qu’il  a 

la  forme  xx  -4-  Ac  xx~ 1 —h  B c2  xx~ 1 -+5f>_ï*,-+ 

At*  1 x— hc*  = o on  peut  prendre  avec  avantage  pour 
l’un  de  fes  faéleurs  réels  le  trinôme  xx — 2cx.C0s.N-h 

cc=o,  dont  les  racines  font  x=r.Cos.JVr!:r.Sin.  ArV — i, 
fc  la  puiffance  quelconque  xa  = c” .Cos.  » N^t 

c" . Sui.hNV-— ï . Nous  donnerons  l’application  de  cette 
méthode  dans  les  problèmes  fuivants. 

CLIX. 

PROBLEME.  -Trouver  les  faveurs  réels  doubles 
du  binôme  general  x?  z±  cx . . ' 

Nous  refoudrons  les  deux  cas  de  ce  Problème  par 
la  fécondé  & la  quatrième  Méthode. 

Premier  Cas.  i -c* 

Solution  par  la  seconde  Méthode.  Sop- 
pofant  x*— hcx  — oy  & comparant  ce  binôme  avec  lepo* 

lynome  réciproque  general  x * —hAcxx~~l  —hBc1  xx~~ 1 -h 

Bcx~~2  x1— v Ac  1 x— t-r*  = o,  on  trouve  ^=o,5=o, 
C = o,  D = o,  &c.  8c  en  prenant  pour  un  des  fafleurs 
le  trinôme  réciproque  xx-hkex-hcc,  8c  pour  l’autre 

Ee 
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faftcur  le  polynôme  réciproque  R = *K~ 1 -+mc 

n c1  mx— 4 -+■  p c'  *x~s -¥pc~ s x?  -t-  » c*~4  #* -+■ 

m cx  * * -+■  c'  * — o on  aura  les  équations  generales 
m-*-k  = o | n-+k>n- h i = o , />-+-£/>— *-w  = o,  <7 -+■ 
£p-h»  = o,  CiTc.,  par  lefquelles  on  trouvera  les  va- 
leurs réelles  de  £ (Art.  clii. ). 

Si  A = 3,  on  aura  k~ — x. 

Si  A = 4,  on  aura  £ = V 2,  a caufe  des  deux 

équations  m — h^  = o,  2— = 

Si  A — 5 , on  aura  m —*-£  = <>,  wi— t-£w-+-  1=0, 


Si  A = tf,  on  aura  »;-+•£  = <>,  — 0, 

2m-f,fn  = »,  d’ou  l’on  tire  — 3^  = 0;  k=o,  & 

Si  A = 7,  on  aura  m—\-k~o\  n — \-hm— *-1=0; 
n-*-kn-+m=:o,  d’ou  l’on  tire  l’equation  du  troificme 

degré  li-+k/t  — 2 £-+-1=0,  par  laquelle  on  trouve 
trois  valeurs  réelles  de  & qu’on  peut  reloüdre  par 
les  Tables  des  Sinus. 

Si  A = 8,  on  aura  m-i-k=oi  n-bkm-^- 1=0; 
p-+kn-+™~0)  8c  2 n-bkp  — o\  d’ou  Ton  tire  £ — 
4kk~+2=zo-  kk—  2 = ^tVa  & k = zhVT±Vi. 
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Zip 


Lors  qu’on  a trouvé  les  fa&eurs  réels  du  binôme 

x *:±c-\  on  trouve  aifément  ceux  du  binôme  #“*  rt  rf'x , 
dans  lequel  l’expofant  (iA  ell  multiple  du  premier  ex- 
pofant  Car  en  faifont  *"=*  & <T — by  on  aura 
x'A=zx,  & c“x=t>X  ; par  confequent  z±Z»  , 

de  la  forme  du  premier  binôme  ie  . 

Par  exemple,  lorfqu’on  a trouvé  les  fafleurs  réels 

& xx  — cx-+cc  du  binôme  xJ— f -r*,  on  trouve 
ceux  de  x6  — f-r4,  en  failânt  x*  = z,  8c  cz—b-  ce  qui 

rerîd  x6  — i-  c6  = z*  — b b * , dont  les  faveurs  fout  x—hb= 

*x-+cr,  & zz — bx-t-bb  = x*~— c1  x1  — f-c4,  dont 
on  trouve  les  deux  faveurs  par  les  exemples  precedents 
xx-fcx  V"  3 -+cf  , & xx  — cxV^3— hcc.  on  trouvera 

de  même  les  fafleurs  du  binôme  x?-+r9  = zî  — hb*  y 

dont  les  faélcurs  font  z-f  b—x*-t-cîy  8c  zz  — Æz— t- 

bb  — x6  — on  cherche  les  fà&eurs  de  ce  tri- 

nôme réciproque  par  la  fécondé  méthode  qui  donne  les 
équations  m-i-k—oyn  — 2 m-t-kn= — I ; 

d’ou  l’on  tire  l’equation  k* — 3 Æ -+- 1 =o , qu’on  peut 
refoudre  par  les  Tables  des  Sinus. 
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CLXI. 


Solution  du  premier  Cas  par  la  quatrième 
Méthode.  On  fuppofera x=r. Cos-W— H\Sin.NV^ — i ;par 
confequent  xx  = c' . Cos.  A N— h cK .Sin.\ N.V  — i , qu’ou 
fubfti tuera  au  lieu  de  *x  dans  le  binôme  proposé  xx-»-cx,  ce 
qui  donnera  les  deux  équations  c'.  Co s.  A AM- c*  = o , 
& cK.  Sin .\N.^ — 1=0,  ou  Cos.  A N——  i pour  la 
première  équation,  & Sin. \N—o  pour  la  fécondé, 
qui  fuit  neceffairement  de  la  première;  puifque,  fi  le 
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Cofinus  d’un  angle  quelconque  eft  — i,  Ton  Sinus  fera 
neceffairement  = o.  or,  fi  l’on  prend  ■*  pour  le  demi-cer- 
cle, ou  pour  l’arc  de  i8o°,  8c  M pour  un  nombre  en- 
tier pofitif  quelconque,  on  aura  toujours  Cos. (2 M-+-i)ir 
= — 1.  Donc  Cos.  A N=Cos.(  iM- njw,  par  con- 

fequent  l’arc  A N=  ( 1 TW— n ) -y,  & T arc  N—  -*  ^ 

Si  donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  N dans  le  Trinô- 
me xx — 2 ck.  Cos.  AT— t-rr,  on  aura  le  trinôme  xx  — 
2 ex. Cos.  —7—  ■*"  —•*  ce  pour  la  formule  generale  des  fa- 
fleurs  doubles  x*-»-cx;  & pour  trouver  ces  différons  fa- 
éleurs,  on  n’aura  qu’a  fubftituer  dans  la  fraflion  ~ • ir 

tous  les  nombres  impairs  pas  plus  grands  que  A,  au 
lieu  de  a TW— *-1.  On  pourroit  bien  en  fubftituer  de  plus 
grands  que  A,  mais  cela  feroit  inutile,  par  ce  qu’on 
retrouveroit  le  même  fafleur  qu’auparavant . Il  faut  en- 
core remarquer  que , fi  1’  expofant  A eft  un  nombre 

impair,  eu  fuppofant  2 TW-+- 1 = A on  aura  Cos. 

= Cos.tt= — 1,  & alors  le  trinôme  xx — ex.  Cos. 
— - ~it  —‘rcc  fera  le  quarré  xx— t-2cx-+-cc  dont  la  ra- 
cine eft  x-t-c  fâfleur  fimple  du  binôme xx—kn'. 
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FACTEURS.  J 

| 

XX— z ex.  Cos.  -I-  77  — F c c 

O 

8 8 . 

x — F C • • 

1 

1 X X 2 CX.  Cos.  77  -f  c c 

r o . 

Ixx 2 CX.  Cos.  -JT— FCC 

O 

XX 2 C X . Cos.  -J-  77  —FCC 

b 8 

[ 

X— FC 

! 

1 X X 2 C X . Cos.  — 77  — F c c 

9 

x9  —F  f9  > • 

1 X x 2 C X . Cos.  — 77  — Fc  c 

k *9  • 

I X X — 2 C X . Cos.  — 77— FCC 

f * 

XX  — 2 CX.  Cos.  —77— FCC 
F 9 

f I 

XX 2CX.  Cos.  —77  —FCC 

ÎO 

XX 2 CX.  Cos.  — TT  — C C 

io 

x10 — H f 10  ’ 

(XX 2 CX.  Cos.  — 7T —t-C'C'=X  X— hcc 

\ 10 

1 7 

| X X 2 C X . Cos.  77— FCC 

10 

XX  — 2 CX.  Cos.  —TT^rCC 

v xo  - 
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CLXII. 

i 

Second  Cas.  *x — cx 

Solution  par  la  seconde  Méthode  . Lorfque 
1*  expolànt  A eft  un  nombre  pair , nous  1’  exprimerons 
par  2<a,  8c  par  2,u-+.i,  lorfqu’il  eft  impair. 

Le  binôme  c1'‘=(*^‘-4-r',)X(x,,—  r").  Le 

premier  de  ces  deux  faéteurs  appartient  au  pre- 

mier cas  *x  -+rx  ; le  fécond  fafteur  xf1 — cT  fi  l’expofant  eft 

encore  un  nombre  pair  = 2 » , fera  x2” — cM=(*”  -4  c0) 
X (*” — cn)  y 8c  anfi  de  fuite;  donc  il  ne  refte  plus  qu’a 
refoudre  en  faéleurs  le  binôme  xK — ch , lorfque  l’expo- 
faut  A eft  un  nombre  impair  2/^—hi  ; or  le  binôme 
— c*'1"*’1  a pour  faéleur  fimple  x — r,  & en  le  di- 
vifant  par  ce  faéleur,  on  trouve  pour  quotient  le  po- 

lynome  réciproque  x — t-cx  1 -4 -c  x »••••-+■ 

cZfl~ 2 x1 -+-c2!J~ 1 que  nous  appellerons  T.  Il 

n’eft  donc  plus  queftion  que  de  la  refolution  de  ce  po- 
linome  réciproque  T en  fes  fafleurs  réels.  Nous  fuppo- 
ferons  pour  cela  qu’il  eft  composé  des  deux  fafle- 
tirs  xx-+kcx~¥ccy  8c  xIU  2-i-m c x2,t~i  -+  ne2  xz‘~ * 

—4- pc}  x lfJ  s —4 -p  c'*  5x?  — 4- n c*  +x*  —4 -m c1*  *x 

^-4-cIM— 2 , que  nous  defignerons  par  la  lettre  R.  En 

Ec 
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comparant  le  polynôme  réciproque  T avec  le  polynôme 

réciproque  general  *’»*— *-Acxttk~ 1 -+Bclx*u~ 1 

— t- B cï“"’ \-Acx*  'x— t-e^on  trouve  A—  i ,S^=  i ^ 
C=:i,  5c  ainfi  de  fuite  on  aura  donc  (Art. clii.)  les 
équations  fuivantes  m i , n~¥k  m— i-  x = x , ou 

»-+-£rw=^o)p-+-£>»— *»ra:=ar,  q—hk  p — h « — X , 5cc.  par 
les  quelles  on  Trouvera  les  valeurs  réelles  de  k dans  tous 
les  cas  particuliers,  ou  l’expofant  i i feradetermiué . 

Si  *♦*-+•  1=^3»  on  aura  k=i,  & les  fa&eurs 
de  xJ  — referont  x — e,  Scxx— +-cx—»-cc. 

Si  2M'-+i  =5 , on  aura  le  fafleur  Rz=zx1^-mcx 
— t-ec  5c  les  équations  , 5c  i-r^w  = e, 

au  lieu  de  par  ce  qu’en  comparant  x1-+-mex 

— 4-cr  avec  la  formule  generale  R=^xxlt  *— +-wexJ,x-  * 
-+■  n r1x1'”~4-+-  5cc , on  trouve  n=i;  on  tire  de  ces 

I “ **  / 

équations  kk' — k—i , & £ = — ^ — j ce  qui  donne  les 


deux  fâéleurs  xx— ♦■ex. 


1 -*■ 


-♦-ce, 


&XX-+-CX. 


—♦-ce. 


Si  2 ^-+1  = 7,  on  aura  le  fafteur  ,R  = x4-4-»»cxî 
-4-hc1  x1-4-weîx— he4 , 5c  les  équations  i , 

» — £ w = o , 5c  m-*-k n-¥m—  i , au  lieu  de />-»-£» 
-4-w=i,  par  ce  que  dans  ce  cas  p—m.  de  ces  trois 
équations  combinées  on  tire  celle-cy  Æ* — kk—ik—*-i=o 
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Si  2ju— on  aura  le  fâfleur  R=zx6— *mcx* 

—*-nc *4— t-pc*x*— hnc*  **— t-mc*  x— «-c4,  & les  équations 
w— t-£=  i , »— t-ifc>w=o,  p — f-£»-4-w=i , 8cn-*-kp 
—+-»=i,  ou  in ~+  kp  = i ; d’ou  l’on  déduit  l’ équa- 
tion £4* — — 3 — f-  2 £ — é- 1 =o,  qui  eft  divifible 

par  £ — i =20,  & qui  a pour  quotient  k' — Zk — i — ■ o; 
on  aura  donc  pour  un  des  fafleurs  doubles  le  trinôme 
*#— t-cx-hccj  8c  on  déterminera  les  trois  autres  fave- 
urs par  les  trois  racines  réelles  de  l’equation k?  — Zk  — i 
= o,  qu’on  peut  refoudre  par  les  Tables  des  Sinus. 
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CLXIII. 

Solution  du  second  Cas  par  la  quatriè- 
me Méthode.  Suppolânt  que  le  trinôme  indétermi- 
né x x — 2 ex.  Cos.  N— hcc  foit  un  faéteur  du  binôme 
*K  — cK  , & que  x = r.  CosJV-+c.  Sin.AT.  V — i,on 
fubfti  tuera  dans  ce  binôme  cK . Cos.  AAr-+c\  Sin. 
A N V — i au  lieu  de  *k,  & on  en  déduira  les  deux 
équations  eK.  Cos.  A AT — cN  = <>,  & cK.  Sia.\N.V — i 
= 0,  ou  Cos.  AAT=i,  8c  Sin.  \N=oi  Cette  fécondé 
équation  eft  une  confequence  de  la  première,  comme 
il  faut  quelle  le  foit,  puifqu’on  n’a  qu’une  feule  incon- 
nue Cos.  N a déterminer.  Or  en  prenant  2 M pour 
un  nombre  pair  quelconque  8c  -n  pour  la  demie  circon- 
férence du  cercle  dont  le  rayon  eft  l’unité,  ou  a tou- 
jours Cos.  2 Mt7  = x ; donc  , puifque  Cos.  A N—  1 , 
on  aura  Cos.  A N~  Cos.  2 Mu,  l’arc  A jV=  2 Mtj-, 
& N= donc  en  fubftituant  - — - au  lieu  de  N 
dans  le  trinôme  xx— 2 ex.  Cos.  N-hcc,  on  aura  la 
formule  generale  pour  trouver  les  fafteurs  réels  doubles 
du  binôme  xx — c K , en  mettant  fucceflivement  dans 
cette  formule  tous  les  nombres  pairs  pas  plus  grands 
que  A au  lieu  de  2 M;  car  il  eft  inutile  de  fubftituer 
des  nombres  pairs  plus  grands  que  A , par  ce  qu’ils 
rendent  les  mêmes  Cofinus,  que  les  nombres  pairs  qui 
ne  font  pas  plus  grands  que  A. 
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Il  faut  remarquer  que,  fi  l’on  fubftitue  zéro  au 
lieu  de  2M  dans  la  fraflion  , elle  devient  zéro, 

& par  confëquent  Cos.  — Cos.  0=1,  ce  qui 
change  la  formule  en  un  quarré  x* — zcx-4-cc=ot 
dont  la  racine  x — c eft  un  fafleur  fimple  du  binôme 
— r*,  quoique  ce  quarré  n’en  ioit  point  un  fafleur 
double.  De  même  lorlque  A eft  un  nombre  pair,  & 
qu’on  fubftitue  A au  lieu  de  2 Af  dans  la  formule,  on 
a Cos.  — Cos.  -n  =5 — 1 , ce  qui  change  la  for- 

mule en  un  quarré  #x— t- 2 rx  — j-rr=o,  dont  la  raci- 
ne *-fr  eft  un  fafleur  fimple  du  binôme  x — c*, 
quoique  ce  quarré  n’en  foit  pas  un  fafleur  double. 
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CL  XIV. 

Problème  II.  Trouver  tous  les  facteurs  réels  Am- 


ples ou  doubles  du  trinôme  general  #lX — 2 bcK  xx  z±cu  y 
dans  lequel  b eft  un  nombre  pofitif  ou  négatif. 

Cas  I.  Lorfque  le  dernier  terme  eft  négatif,  ou 
i— f*x.  On  a dans  ce  cas  l’ équation  jc,x  — 2 b cx  xx  = 
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c’*,  qui  donne  xx — /6  c*  — —V^  bb—’ri^  donc  le  trinôme 

fe  refout  en  deux  binômes  réels  xx  — b cx  -+•  cxV  hb-+i; 
& x * — bcx  — c*  V b b-+  1 , dont  on  trouve  les  fafteurs 
réels  par  le  problème  precedent. 

Cas  II.  Lorfque  le  dernier  terme  eft  pofitif,  00 
-4-cîX.  On  a dans  ce  cas  l’equation  xlX — 2 6c*x*  = 
— ciX,  qui  donne  xx — 6cx  = ^ircK\A  h h — 1 , quan- 
tité réelle,  lorfque  b n’eft  pas  plus  petit  que  l’unité, 
& dans  ce  cas,  comme  dans  le  premier,  le  trinôme  fe 
refout  en  deux  binômes  réels  xX — bcx-+-cx  ^ h h — 1 
&x* — bcx  — cx^bb — 1,  dont  on  trouve  les  fa£leurs 
par  le  problème  precedent. 

Cas  III.  Lors  que  dans  le  fécond  cas  le  nombre 
b eft  plus  petit  que  l’unité.  La  quantité  b b — 'i  dé- 

tient en  ce  cas  imaginaire  & il  faut  avoir  recours  a d’au- 
tres méthodes  pour  trouver  les  facteurs  réels  qu’on  cherche. 

CL  XV. 

» 

Solution  du  Cas  III.  par  la  seconde  Mé- 
thode generale.  On  fuppofera  que  le  trinôme  réci- 
proque xlX — 2 hcx  xx  — hctx  eft  le  produit  du  trinôme  ré- 
ciproque xx-4-£cx— Hrc  multiplié  par  le  polynôme  récipro- 
que R , ou  xîX— 2 -4-  m rxîX  4 — bpc*  x2X~ * 

»-/)cî,“J*'—+-«c1*-‘4xI— hmcix~~’x— +•  c**- 1 j 

Gg 
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8c  que  tous  les  termes  de  ce  produit  font  égaux  aux 
termes  correfpondans  du  trinôme  xlX — zbc'x1  — i-r”  , 
par  ou  l’on  aura  les  équations  m—bk—o^  n-b k»>-bi 
= o,/>— f f »ï  = o,  8cc.  jufqu’a  ce  qu’on  foit  arrivé 

a l’equation  qu’on  tire  du  terme  mitoyen  — z bcx  xK . On 
trouvera  par  la  comparaifon  de  ces  équations  les  valeurs 
réelles  de  ky  qu’on  fubftituera  dans  le  binôme  xx~t -kcx 
—fcc,  pour  avoir  les  faéleurs  réels  du  binôme  proposé. 

Exemple  I.  Pour  refoudre  le  trinôme  x4 — zbc*  x1 
—f  c4,  On  fuppofera  que  fes  deux  fàéleurs  font  xx-f  kcx 
—t-cf,  8c  dont  le  produit  comparé 

avec  le  trinôme  proposé  donnera  deux  équations  m-+k 
—o,  Scz-bkm  — — 2 b.  On  tire  de  ces  équations 
»»  = — k-,  8c  2 — kk~ — 2 b y ou  kk=2~bi  b 8c  k—— 
\f  2 — l-  2 b ; Donc  les  deux  lafteurs  feront  xx—bcx^  z—bzb 
—fcc,  8c  xx  — cxV^  2 — f 2 <6  — fcc. 

Exemple  II.  Pour  le  trinôme  x6  . — zbc*x*-+c6 
on  fuppofera  que  fes  fafleurs  font  xx— fifccx— fcc,  Sc 
x4— f rac*!  — f »c*  x*  — f wc!*- fc4-  leur  produit  com- 
paré avec  le  trinôme  proposé  donnera  les  équations 
m-bk  — O)  n— k- km— f t~  o,  8c  im  -bk — 2 b \ 
d’ou  l’on  déduit  »?  = — £,  n=kk — i,8c^?' — 3 k— f 
2 = équation  du  troifieme  degré,  par  laquelle  on 
trouve  trois  valeurs  réelles  de  k , 8c  qu’on  peut  refoudre 
par  les  Tables  des  Sinus. 
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Exemple  III.  Pour  le  trinôme  #8  — ■ 2 Ær4*4  —i-r8 
en  fuppolànt  x*:=z,  & c1  = £,  on  en  fait  le  trinôme  z4 

— 2 h b*  z1  — i-Z>4,  dont  les  fafleurs  font  zz— i-£z  V z—hzb 
-+■  b b , & zz  — A z 2-t-  2 b -4-  b b , ou  *4 

c*  **  V2  -4-2  £ — »-c4,  & x4 — c*  x1  2 -4-  2 b -+r4  . on 
refout  le  premier  de  ces  trinômes , comme  dans  l’ exem- 
ple premier,  par  les  équations  m-i-k—o , 8c  2 — w 
= \f  z—bz  b ^ d’ou  l’on  déduit»»— kk  — z—~ 

\f  z— bz  b , 8c  k = 2 — V2  — t-  2 <6 . Le  fécond 

trinôme  fe refout  parles  équations  »»-+-6  = o,  &cz-Ji-k »» 

= — V2— t-2/é,  d’ou  l’on  déduit  kk=z—bV z-bzh, 

& Æ =d:///r i-+V  2 — J*  z b , 

Exemple  IV.  Pour  le  trinôme  x10 — zbc^J-b- 

c\  on  prendra  les  deux  faveurs  xx-4-£rx-4-cr, &x8 
”+  mcx7  -*-»cïx6— I Ppc5*5— bqc*x*— bpc''  x*  —bnc6x*  — H 

7 8 

»»r  x-+-r  ,dont  le  produit  comparé  donnera  les  équations 
m — +-  k = 0 , » —b £ »»  —H  1 =0  ,p  —bk»  —b>n  = 0 , <7  — H 4’ p 
— i-  « = 0 , 2 />-+-  kq  = — 2 /&,  d’ou  l’on  tire  »»= — n 

— kk — I ,/>  = — k ' -b  zk-,  q =£4 — 3 &&  —H  I & 

— 5^J— 1-  5 k— »-  2 b = 0)  équation  du  cinquième  degré 
qui  donnera  cinq  valeurs  réelles  de  k,  8c  qu’on  peut 
refoudre  par  les  Tables  des  Sinus. 
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TABLE 

DES  FACTEURS  RÉELS 
DU  TRINOME  GENERAL  3CIX—  l&cVztC1* 
PAR  LA  SECONDE  METHODE. 


TRINOMES. 


FACTEURS. 


5*lx-2^  xx  — c** P — b cx 


Cas  I 

Cas  IL 
n’ctant  p 
«lus  petit 
que  l’uni  te'. 


V bb-hi 

V bb-h\ 


h n’ctant  p*S>  iX  t\  \ ,1^  1**  b CK  —hc 

plus  petit 


— èc*-+c>  V bb—l 

V b b — i 


k4  —ibc*  x*  -+c4  • 


f—ïbc'J 


I XX—hCx\f  2 
[xx  — CXV  2 

■ XX— hkcx—h 


■ 2 b— hcc 


• ïb-Jhcc 

•cc 

Zk-hl  h — O 


Cas  III. 
i étant  plus^ 
petit 
que  l’unité. 


U8 — 2Æc%4— H:8, 


,10 


— "ibc*  x —hC 


...Sck 

XX—hCx  K V 2—hlb—hCC 

XX—CX  K V 2— h 2 b— hcc 

{xx-hexj/ \-h\f  2-h2b-hCC 

XX—Cxl/ 2-hV  2-hlb-hCC 
[xX-hkcx—hCC 

* 5 j 

)...&£  — 5^  -+5^— »-2)5=o 
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CLXVI. 

Solution  du  troisième  cas  par  la  qua- 
trième Méthode.  Puifque  dans  ce  troifieme  cas  le 
nombre  donné  h eft  plus  petit  que  l’unité,  on  peut  le 
fuppofcr  égal  au  Cofinus  d’un  angle  donné  que  nous  de- 
figncrons  par  H ; ainfi  le  trinôme  a refoudre  fera  xIX— 
2 cK  xx . Cos.  H —t- clX . Or  fuppofant  que  *x — 2 ex. Cos. 
N-b  cc—o  foit  le  fa£leur  double  indéterminé  qu’on 
cherche,  on  aura  x = r.Cos.  N— j-r.  Sin.AT.  \f — i;x*x= 
clK . Cos.  2 A IV-+cîX . Sin.  — 1 ; 2 c*  x* . Cos.  H 

— 2 c2X . Cos.  H.  Cos.  A JV-+-  2 cl>  Cos.  H.  Sin.  \ N.  V — 1 , 
& par  la  quatrième  méthode  les  deux  équations  clX . 
Cos.  2 A AT — 2 clx.  Cos.  H.  Cos.  A AT  — ; c*x  Sin. 
2 AAT.V  — 1 — 2 cîx . Cos.  H.  Sin.  \N.^  — 1 =0 , ou  Cos. 
2\N — 2. Cos. H.  Cos. \N  — — 1,  & Sin.  2 A N=  2. 
Cos.  H.  Sin.  A N.  Mais  on  a toujours  Cos.  2 A N.  — 2. 
Cos.  A AT  — 1;  Donc  en  fubftituant  cette  valeur  de  Cos. 
2 A AI  dans  la  première  équation,  on  aura  2.  Cos.  A N 

— 1 — 2.  Cos.  H.  Cos.  A N— — 1 ; par  confequent  Cos.  A N 

— Cos.  H.  on  trouve  la  mefme  chofe  par  la  fécondé 
équation;  car  on  a toujours  Sin.  i\N=i.  Sin.  A N. 
Cos.  AAr,  & en  fubftituant  cette  valeur  au  lieu  de  Sin. 
2 A AT  dans  la  féconde  équation,  on  trouve  2.  Sin.  A N. 
Cos.  A N—  2.  Cos.  H.  Sin.  A N par  confequent  Cos. \N— 
Cos  .H;  ce  qui  fait  voir  que  la  fécondé  équation  eft 
une  fuite  de  la  première. 
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Maintenant  fi  on  fuppofe  que  2 M foit  un  nombre 
pofitif  quelconque  & la  demie  circonférence  d’ un  cer- 
cle dont  le  rayon  eft  l’unité,  on  aura  toujours  Cos. 
(:M  TT  ztH)=zCos.Hy  quelque  foit  l’arc  H ; donc  Cos. 
AAT=Cos. (iMiriH);  par  confequent  KN—iM-n- 


011 


— t-cc  pour  la  formule 


r±H  & N=*  ; donc,  fi  on  fubflitue — - au 

lieu  de  N dans  le  trinôme  xx — 2 rx.Cos.  N~*-cc 

_ / 1 a i » ci  h 

aura  x x — 2 r x.  Cos.  [ 

generale  des  fafteurs  réels  doubles  du  trinôme  proposé 
k1* — ic'x* . Cos.  H -4-  r1*  ; & on  trouvera  ces  dilferens 
faéleurs  en  mettant  fucceiïivement  dans  la  formule  tous 
les  nombres  pairs  pas  plus  grands  que  A au  lieu  de  2 M ; 
Car  il  eft  inutile  d’en  fubftituer  de  plus  grands. 

Exemple. On  veut  trouver  les  deux  faéteurs  réels  dou- 
bles du  trinôme  x4— • 2c**1  .Cos.  H— *-r4.  On  a A=2,  8c 
en  fubftituant  d’abord  zéro  au  lieu  de  2 M dans  la  formule 
generale  xx— -2  rx.  Cos.  c^e  devient  x x— 

H H 

2fx.Cos.=±-^  —hcc=xx — 2 rx.Cos. --+-rr;  par  ceque 


Cos.  rb—  =Cos.  — : en  fubftituant  enfuite  2 au  lieu  de 
2 2 9 

2 My  on  auraxx  — 2rx.Cos.^T3’±.^-^-H-rr=xx— harx.Cos. 
~ — +-rr;  par  ce  que  Cos.^  —*Ç) = — -Cos.  -H-  . Il  feroit 

inutile  de  fubftituer  4 au  lieu  de  2 M,  car  la  formule 
deviendrait  xx  — 2 ex. Cos.  J— H1  c=  x x — 2 c*’ 

Cos.  zt  —h  c c j comme  auparavant . 
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TABLE 

DES  FACTEURS  DU  TRINOME  3C** — 2C*  JC* . Cos .H-ïC^ 
CONSTRUITE  PAR  LA  QUATRIEME 
METHODE. 


TRINOMES.  || 


FAC  TEURS. 


Cxx— îcx.Cos.  ~~+CC 

x4-2C*  x*  .Cos.H-+c42  ir+H\  h 

£XX -2CX.CoS.f-~-  J -t-CC=XX H- 2 CX.CoS. - *+Cf 

fxx— 2CX.C0S.  J-+CC 

X6  -2C3  x3 . Cos.Hh-c4  ^xx— 2cx.Cos.^~  ^ H-CC 

XX -2  CX.CoS.^Y^  "+fC 
„ H 

XX— 2CX.C0S.  — W 
4 

-2  CX.CoS.^^-^)  -4CC 
I XX  — 2CX.Ç0S.^“ — - — ^ — 4CC 

xx-2cx.Cos.^^-)-4rc=xx-f2cx.Cos.^-+cc 

_ H 

XX -2  cx.Cos.  --t-CC 


l.vx 


x8-2c4x4.Cos.H-fc° 


XX— 2CX.C0S. 

1 1 °—  2C?  X^.CoS-H-t-C1  Vxx -2CX.Cos.^ÏX  ^ ^ H-CC 


[ <X— 2CX.C  Jî.[  \ H-CC 

v s ' 

XX-2CX.C‘‘S.[  4— — fC 

k.  V 5 i 


Digitized  by  Google 


240  Elemens  du  Calcul  intégral 
CLXVII. 

Problème  III.  Trouver  tous  les  fa&eurs  réels  fun- 
ples  ou  doubles  du  quadrinome  general 
Bc*V=±c5X. 

En  faiflmt  #x  = a,  5e  rx=£,  on  cangera  le  qua- 
drinome general  en  une  équation  du  troifieme  degré 
z’—H^a1  — \-B  b1  zzt  b'  , qui  aura  toujours  au  moins 
une  racine  réelle,  comme  a = rt<»,  qu’on  trouvera  par 
les  méthodes  connues;  on  divifera  enfuite  cette  équa- 
tion par  le  faéleur  zZf. <*  = 0,  & on  aura  pour  quo- 
tient exa£l  un  trinôme,  ou  une  équation  du  fécond 
degré  de  la  forme  z,z-4-A'bz-+B'bz—o;  ou  remet- 
tra dans  ce  trinôme  & dans  le  binôme  zZ+.a  les  va- 
leurs de  a & de  & on  aura  pour  faéleurs  réels  du 
quadrinome  proposé  le  binôme  & le  trinôme  x2* 

— \-A'cxx'— t-B'c1*,  qu’on  decompofera  dans  leurs  fave- 
urs réels  fimples  ou  doubles  par  les  deux  problèmes 
precedents . 

CLXVIII. 

Problème  IV.  Trouver  tous  les  fàéleurs  réels  du 
quinome  general  ou  du  polynôme  de  cinq  termes 
-f  A çx  *îX-4 -B  cZK  *xX-*Cr  * *x  c4" , 

Oq 
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On  fuppofera  comme  dans  le  problème  precedent 

xx  = x,  &£■*“  = £,  & on  changera  le  quinome  proposé  en 

'v 

une  équation  du  quatrième  degré  x4— vAb*}— \-Bbz^ 

— t -Cb  x r±£  =0.  Lorfque  le  dernier  terme  b 4 de  cet- 
te équation  fera  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  raci- 
nes réelles,  qu’on  trouvera  par  les  méthodes  connues, 
& qui  donneront  deux  laéleurs  réels  de  cette  meme 
équation.  On  divifera  enfuite  toute  1’  équation  par  le 
produit  de  ces  faélcurs,  & le  quotient  exaél  fera  un 
trinôme  réel  du  fécond  degré.  On  aura  donc  par  la  pour 
faéleurs  réels  de  l’equation  du  quatrième  degré  deux  bi- 
nômes fimples,  Sc  un  trinôme  du  fécond  degré,  & en 
remettant  dans  ces  fafteurs  x*  au  lieu  de  x,  & c~  au 
lieu  de  £,  on  aura  trois  faveurs  de  la  forme  x'z±ai 
de  xlN r*  x*  — y- B c1*,  qu’on  decompofera  en  leurs 
faveurs  réels  fimples  ou  doubles  par  les  problèmes  pre- 
cedents . 

Lorfque  le  dernier  terme  b 4 de  l’equation  du  qua- 
trième degré  fera  pofitif,  on  pourra  toujours  la  refoudre 
en  deux  équations  du  fécond  degré,  ou  en  deux  trinô- 
mes réels  doubles,  comme  nous  l’avons  démontré.  En- 
fuite  après  avoir  mis  x*  au  lieu  de  x,  8c  c'  au  lieu  de 
b dans  ces  deux  trinômes,  on  les  decompofera  par  le 
problème  precedent. 


Hh 
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CLXIX, 

Corollaire.  Le  fextinome  general,  ou  le  poly- 
nôme de  fix  termes  *ÎX  — *-AcKx*x  — B clK  x'x  — t-Cc^x2* 
— t-Dr4V’:±rsXfe  change,  par  les  fubftitutions  de  « au 
lieu  de  xx , & de  b au  lieu  de  cx  , en  une  équation  du 
cinquième  degré,  qui  a toujours  au  moins  une  racine 
réelle,  qu’on  trouvera  par  les  méthodes  connues  de  cal- 
cul ou  de  conftruélion.  On  divifera  enfuite  cette  équa- 
tion par  le  faéleur  (impie  que  donne  la  racine  trouvée , 
5c  on  la  réduira  a une  équation  du  quatrième  degré, 
qu’on  decompofera  par  le  problème  precedent. 

CL  XX. 


Problème  V.  Trouver  tous  les  faéleurs  réels  (im- 
pies ou  doubles  du  feptinome,  ou  polynôme  général  de 
fept  termes  x6x-+Ac‘  x 5 >'-+Bc1K x*x  -+C  c*x  x^'— t-üc4**1* 
-+.ErîVrtc6x, 

On  réduira  ce  polynôme  en  une  équation  du  (i- 
xieme  degré  par  la  fubftitution  de  z au  lieu  de**,  & de 

b au  lieu  decx,  on  refoudra  enfuite  cette  équation  en 
fafteurs  réels  fimples  ou  doubles,  & après  avoir  reftitué 

dans  ces  faéleurs  *x  au  lieu  de  ss,  & c’au  lieu  de  b,  on 
les  decompofera  par  les  problèmes  precedents. 
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Cas  I.  Lorfque  le  dernier  terme  de  l’équation  du 
fixieme  degré  cft  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  ra- 
cines réelles , qu’on  trouvera  par  le  calcul , ou  par  con- 
ftru&ion.  On  divifera  enfuite  l’equation  du  fixieme  de- 
gré par  le  produit  des  deux  fa&eurs  que  donnent  les 
deux  racines  trouvées,  & le  quotieut  de  cette  divifion 
fera  une  équation  du  quatrième  degré,  qu’on  refoudra 
par  le  problème  precedent  en  fafteurs  réels  fimples  ou 

doubles.  Enfuite  après  avoir  remis  dans  ces  faéïeurs 
au  lieu  de  *,  5c  c'  au  lieu  de  £,  on  les  decompofera 
par  les  problèmes  I.  8c  IL 

Cas  II.  Lorfque  le  dernier  terme  de  l’equation  du 
fixieme  degré  fera  pofitif,  on  pourra  encore  la  divifer 
par  un  trinôme  de  deux  dimenfions.  Car  que  x6-+- 

ncz x*-t-pc* x' -t-q c* x* -+-rc^ x-+c6  — 0 foit  l’equation 
generale  du  fixieme  degré,  dont  on  a fait  difparoitre 
le  fécond  terme,  -8c  dont  le  dernier  terme  eft  politif; 
ayant  fupposé  que  le  trinôme  indéterminé  xx  — zax—tr 
/ia-+bb  eft  le  fafteur  réel  de  deux  dimenfions  qu’on 

cherche,  que  x—a-¥b\f — 1 , & m—aa  — bb , on 
fubftituera  dans  l’equation  du  fixieme  degré  au  lieu  de 

x,  & de  fes  puiflânces  le  binôme  <*—»-£  V — • ! , 8c  fes 
puilfances,  qu’on  trouvera  par  la  table  de  là  troilieme 
méthode,  comme  on  le  voit  icy 
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x6  — m*  — t- 12/7*  ni1 — j2ii4w— b6am2  b — i 

—4-  8 <J?  >w  £ V — X 
— 8 aH  V —7 

» c*  *4  —ne1  m'~  — 4-4VC1  a1  ?«— 4W1  /»4  — *-4,  «c*a »;  b V — 1 
pc*  x^  — 3 />  c7mj  2 p c*  a -4-pc1  mb  V — I 

“+  ipc^  a1  b \f — x 
qc*x2—qcAm  —bzqc*abV — X 

rc’’ x = »•  c*  a —brc'bV — X 

6 „6 

C =C 

& on  aura  les  deux  équations  fuivantes: 

6 un1  — +■  ( 8 a —b\ne~a  — bpc*  ) m— - 8 a — b 2 p C* a1 
4 5 

~+-2 qc  a—bre  — 0. 

?«!-+(i2  a2-bnc1)m1~b( — 1 2/-+4«cîmi-+3^c7 
—bqc4)m — 4«cla4  — 2 pc‘  a -bre'  a-+c6=zo . 

En  fuppofant  8aJ  -+  4 n c1  a -bp  c?  = A ; — 8 a'  -b  2 p c'a 1 
*■+  2 qc  a — f r <?  = B • 1 2 <j2-+wr*  = C ; — n«4-f 
4 « c*  rt 1 — i-  ■$pc'  a — bqc*  — D ; — • 4 n c 1 <j4  — 2 pc"  a —+■ 
rc'  a -b  c ~E;  les  deux  équations  feront  6am2  —b  Am 

-S  0 j & w3  — t-  C mj1  -4-  D m — f-  E = 0 • en  les  com- 
parant entr’elles  on  trouve 

’ 6 a a E -H A B — 6 a BC 

m =: i 

6 * A C — « AA  -+  6 a B — ■ j 6 a1  Q 
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& en  fubflituant  cette  valeur  de  m dans  l’eqpation 
6 am'  -b  Am  B^=.o , Sç  reduifant  çn  même  dénomi- 
nation, on  trouve 

6 a ( 16  a a E — I-  A B — 6 a BC)  —4-  A ^ 36  a a E — f. 

AB  — 6aBC)  X ( 6aAC—AA-\-6aB  — 3 6 ax  D) 

— I-  B y 6 a AC  — AA— t-  6 a B — - 3 6 a £))  — .0 . 

Il  feroit  fort  long  de  développer  cette  équation  par  la 
fubftitution  des  valeurs  refpeélives  de  A,  B,  C,  D , E. 
On  peut  plus  facilement  trouver  en  particulier  le  terme 
qu’on  voudra;  par  exemple,  le  premier  terme  ou  fe 
trouve  la  plus  haute  puiflimce  de  l’inconnue  a-  le  der- 
nier terme  qui  n’eft  point  affe£té  de  <*;  le  penultieme 
terme  ou  fc  trouve  a ; celui  qui  précédé  le  penultieme, 
ou  fe  trouve  le  quarré  a1  , & ainfi  des  autres.  Car 
pour  trouver  le  premier  terme,  on  n’a  qu’a  conferver 
dans  les  valeurs  de  A , B,  C,  I),  E le  terme  ou  fe 
trouve  la  plus  haute  puiifance  de  /»,  & effacer  tous  les 

autres,  c’eft  a dire,  fuppofe'r  A—%a^\  B = — 8/r*; 

C=i2<* *;  D = -—  12  «4;  E— — & après 
avoir  mis  ces  valeurs  au  lieu  de  A , B,  C,  D,  E 
dans  l’equation  , effacer  les  termes  , ou  la  plus  haute 
puiifance  de  A ne  fe  trouve  point.  On  trouvera  de 
cette  maniéré  que  le  premier  terme  de  l’equation  dé- 
veloppée eft  — 35. 8. 8.  8.  8. 8. a'7. 
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On  cherchera  le  dernier  terme  de  l’equation  déve- 
loppée en  effaçant  dans  l’equation  non  développée  toutes 
les  quantités  qui  font  multipliées  par  a , ou  par  fes 
puiffânces;  ce  qui  réduira  cette  équation  a A. AB. 
(—AA)-±B.  ( — AA )*,  ou  a —A*B-ïA*B, 
par  ou  l’on  voit  que  le  dernier  terme  de  l’equation 
développée  eft  zéro.  On  cherchera  le  penultieme  ter- 
me, en  effaçanc  d’abord  dans  l’equation  non  développée 
les  quantités  qui  font  multipliées  par  a1;  en  fuppofant 
enfuite  A—^nc1  a — hpc’  ;B  = i q r4  a -+  r c \C~nc1  ; 
D—^pc^a— hqc*-fE=zrc*  <t— hc6,  & après  avoir  fub- 
flitué  ces  valeurs  dans  l’equation  non  développée,  on 
effaçera  tous  les  termes  ou  fe  trouvent  <**,  /j4,  &c. 

& ceux  ou  a ne  fe  trous e point,  il  ne  doit  relier  a- 
près  cela  que  le  penultieme  terme,  qu’on  trouve  encore 
égalé  a zéro.  Si  l’on  cherche  de  la  même  maniéré  les 
termes  ou  fe  trouve  <»*,  ou  celui  qui  précédé  le  penul- 
tieme, on  trouvera  qu’il  n’eft  point  zéro. 

Ainfi  l’equation  développée,  qui  etoit  du  dixfep- 
tieme  degré,  & dans  laquelle  les  deux  derniers  termes 
s’evanouïflent,  fe  réduira,  en  la  divifant  par  a1,  a une 
équation  du  quinzième  degré,  qui  aura  au  moins  une 
racine  réelle,  qu’on  pourra  trouver  au  moins  par  con- 
ftruflion,  & par  laquelle  on  trouvera  la  valeur  réelle 
de  m,  au  moyen  de  l’equation 
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2 6 a J F -4»  A B — 6 a B G 

ni . . ...  • 

6 a AC  — AA-+6*B-~i6axD* 

ft  puis  celle  de  b b par  l’equation  b b — ait — m.  Donc 
en  fubftituant  ces  valeurs  réelles  au  lieu  de  «*,  Sc  de 
b b dans  le  trinôme  «x — >ïax— y- a a— bbbt  on  aura  un 
faéleur  réel  double  de  l'equation  du  fixieme  degré , 
qu’on  réduira  par  la  divifion  a un  quotient  du  quatriè- 
me degré,  & on  refoudra  ce  quotient  en  faveurs  réels 
par  le  problème  precedent;  ce  qui  donnera  la  decompo- 
fition  du  polynôme  general  de  fept  termes. 

CLxxr. 

Remarque.  On  voit  par  les  Problèmes  que  nous 
venons  de  refoudre  qu’on  peut  toujours  réduire  les  po- 
lynômes generaux  a des  équations , dans  lesquelles  la 
plus  haute  puiffance  de  l’inconnue  a pour  expofant  le 
nombre  des  termes  du  polynôme  moins  l’unité,  & que 
la  decompofition  de  ces  équations  donne  celle  des  poly- 
nômes generaux.  On  fait  encore  que  les  équations  de 
dimenfion  impaire  ayant  au  moins  une  racine  réelle 
qu’on  peut  trouver  par  le  calcul,  ou  au  moins  par  con- 
ftruélion,  peuvent  fe  réduire  par  la  divifion  a des  équa- 
tions de  dimenfion  paire,  & qu’ainfi  tous  les  problèmes 
fe  reduifent  a la  decompofition  des  équations  de  dimen- 
fion paire . C’eft  de  la  pofiibilité  d’une  telle  decompo- 
fition, que  dépend  cette  belle  propofition  qu’on  fuppofe 
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communément  dans  le  calcul  iutégral,  par  laquelle  on 
allure,  que  l’intégrale  d’une  telle  formule  différentielle 
ou  P 8t^  expriment  des  fonflions  rationellcs 
quelconques  de  #,  fc  peut  toujours  trouver  algébrique- 
ment, ou  par  les  logarithmes,  ou  par  des  arcs  de  cer- 
cle. Or  nous  avons  démontré  dans  les  deux  premiers 
Articles  de  ce  Chapitre,  qu’on  peut  toujours  intégrer 
abfolument,  ou  par  le  cercle  ou  l’hyperbole  toute  for- 
mule rationellc,  dans  laquelle  le  dénominateur  eft  rc- 
duflible  en  fafleurs  fimplcs  ou  doubles;  & de  plus  nous 
avons  fait  voir  dans  le  troifieme  Article  la  poffibilité 
de  cette  refolution  dans  un  polynôme  general  rationel; 
il  ne  peut  donc  relier  aucun  doute  fur  la  folidité  de 
cette  demonflration . Cependant,  comme  cette  vérité 
eft  très  importante,  il  fera  a propos  de  la  confirmer  par 
des  principes  tirés  du  Chapitre  precedent,  après  avoir 
rappellé  en  peu  de  mots,  & comme  récapitulé  l’ctat  de 
la  propofition. 

Une  fonflion  algébrique  rationelle  quelconque,  tel- 
le que  *m  -4-  Axm~x  -4-  B xm~2  -4-  C xm~l  -4-  &c.  contient 
des  fafleurs  fimples,  comme  x— t-rf,*— t-c,  &c. 
jufqu’au  nombre  de  termes  m,  ce  qui  eft  connu  par  les 
Elemens  de  l’Algebre.  On  fait  aulfi  que  toutes  les  fon- 
flions algébriques  de  cette  forme  ne  font  pas  toujours 
refolubles  en  fefteurs  fimples  réels . Il  arrive  fouvent  que 
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quelques-uns  ou  peut-eftre  tous  font  des  quantités  ima- 
ginaires . Mais  il  eft  démontré  dans  l'Algebre  que  lorfqu’une 
équation  a des  fafleurs  ou  racines  imaginaires,  leur 
nombre  eft  toujours  pair;  donc  une  fonflion  Algébrique 
quelconque  de  la  forme  precedente  fera  toujours  rcdu- 
flible  en  fafleurs  trinômes,  dont  le  nombre  fera  — 
fi  m eft  un  nombre  pair;  mais  fi  m eft  impair,  l’ équa- 
tion contiendra  fafleurs  trinômes,  & de  plus  un 
fafleur  fimple.  On  afïure  ordinairement  que  la  refolu- 
tion  d’ une  fonflion  Algébrique  rationelle  en  fafleurs 
trinômes  eft  tellement  poffible,  que,  fi  m eft  un  nom- 
bre pair,  on  a des  fafleurs  trinômes  réels,  &,  fi  m eft 
impair,  on  a outre  les  fafleurs  trinômes  réels  un  fafleur 
fimple  auffi  réel.  Il  eft  vrai  que,  lorfqu’une  équation 
n’a  que  deux  fafleurs  fimples  imaginaires,  le  produit 
eft  neceflairement  réel;  car  le  produit  de  ces  deux  fa- 
fleurs  multiplié  par  le  produit  de  tous  les  autres  qu’on 
fuppofe  réels,  doit  rendre  1’  équation  proposée  & par 
confequent  une  quantité  réelle;  ce  qui  ferait  impoffible; 
Si  le  produit  des  deux  fafleurs  imaginaires  n’etoit  pas 
réel.  En  general  quelque  foit  le  nombre  des  fafleurs 
imaginaires  d’une  équation,  leur  produit  doit  eflre  ne- 
ceflâirement  une  quantité  réelle;  mais  la  difficulté  con- 
fifte  a démontrer  que  toute  équation  Algébrique  com- 
posée d’ un  nombre  quelconque  de  fafleurs  fimples  ima- 

Ii 
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ginaires  peut  toujours  fe  refoudre  en  trinômes  réels.  Ceft 
ce  que  nous  tacherons  de  faire  en  n’employant  que  les 
principes  du  chapitre  precedent, 

Puifque  le  nombre  des  fréteurs  imaginaires  eft  tou-, 
jours  pair,  il  s’enfuit  que,  m étant  impair,  fr  fraétion 
proposée  a au  moins  un  fréteur  réel , Soit  ce  fréteur 
x— *-  z & fuppofons  que  la  fonétion  defignée  parXfoit  divi- 
sée par  x-4-z,  on  aura  une  fonétion  T de  dimenfion  paire 

du  degré  »; — i,  & X=.T,  x — t-z.  Il  fuffit  de  faire 
i voir  que  la  fonétion  generale  T.  de  dimenfion  paire  eft 
réductible  en  fréteurs  trinômes  réels;  ce  qui  ne  fouffre 
aucune  difficulté,  que  quand  T équation  a des  racines 
imaginaires,  Soit  donc  dans  la  fonétion  X de  dimenfion 
paire  un  nombre  de  fréteurs  imaginaires  reprefenté  par 
2 »,  nous  ferons  voir  que,  fi  x— bp  eft  un  fréteur  ima- 
ginaire de  la  fonétion  X,  il  y a toujours  parmi  les  au- 
tres fréteurs  imaginaires  un  tel  fréteur  qui  étant  mul- 
tiplié par  x — t- p produit  un  fréteur  trinôme  réel.  Soit 

pour  cela  K-f/H-iV — i un  fréteur  imaginaire  de 
la  fonétion  X;  Nous  avons  démontré  que  toute  quan- 
tité imaginaire  peut  fe  réduire  n cette  forme;  foitx-t-x 

-+zV  — i l’autre  fréteur  imaginaire,  lequel  multiplié 
par  le  premier,  eft  fupposé  donner  un  produit  réel;  le 
produit  de  ces  deux  fréteurs  fera 
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X1  —b  a X —*r  CU 

— t"  b x — 1 — k-bu^/  — 1 

— 4-  « x —4 -ax*J — 1 

-+-z  x V — 1 — b % 

Or  il  eft  clair  que  ce  produit  ne  peut  eftre  réel,  a 

moins  que  » , & « ne  foient  tels  que  b sf  — 1 — 

% V — 1 = 0,  5c  de  même  buV  — 1 — t- ,j  » V — 1 —0 , 
ce  qui  fournit  deux  équations  d’ou  l’on  tire  »= — b , 
8c  « = <*;  d’ou  il  fuit  que  le  faéteur  imaginaire  qui 

fait  avec  x— 4 -a^b\f — 1 un  produit  réel  ne  peut  ê- 

tre  que  *-+« — b . Il  faut  donc  démontrer  que, 

Si  x — i-  a -4-  b V"  — 1 eft  un  faéleur  de  la  fonflion  X, 

le  faéleur  x-4 -a  — bV  — 1 eft  neceflairement  un  autre 
faéleur  de  la  même  fonélion. 

Soit,  par  les  theoremes  du  chapitre  precedent,  a 
= /.  Cos.  9 , 5c  b V — 1 =/.  Sin.  9 . V — 1 , on  aura 

f =0^7=1^ > Donc-ï-  = S^=  CotanS’  9,  ou 

9 = Arc.  Cotang. 8c  f= ; Donc  le  fa- 

b 

£Ieur  x-t-ü-fi  V — 1 pourra  être  reprefenté  par  x 
— \-f.  Cos.  9-4- / Sin.  9 . V — 1 , fuppolant  9 un  arc  de 
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cercle  dont  la  cotangente  eft-j-,  le  rayon  i , Scf  expri- 


mant la  quantité 


C os.  Arc . Qotang, 


a 

b 


Si  x-±f.  Cos.  Sin.  y.  V — i eft  un  fâfleur  de 
la  fon£lion  A',  on  fçait  qu’en  fubftituant — (f  Cos.  9-+- 

f Sin .9  — 1 ) a la  place  de  x la  fonétion  doit  deve. 

nir  = o;  or  cette  fubftitution  eft  aisée  a faire,  car  nous 
avons  (Art.  lxxv.) 

* = — /(  Cos.  9 -4-  Sin.  9 V — 1) 

*1=/I(Cos.  2 9-+- Sin.  2 9.  V — 1 ) 

/°(Cos.  3 9-fSin.  3 9.  V — 1 ),&en general 

x"'  = —fm  ( Cos.  m 9 — t-  Sin.  m 9.  — l . ) 

Donc  en  fubftituant  dans  le  polynôme  general  xm-b 

Ax  -+«c.  on  aura 

— *-/*" . Cos.mç — Af  m~1  Cos.  m — 1,  9 1 Cos. 

»»— 2. 9 H- (y™,  Sin.  w 9 — sin.w— x.  9 

-+-B/w-î.Sin.w— 2.9 )V‘^7&  en  faifant 

Cos.  m 9 — ^ /m-1 . Cos.  wj — x . 9 -b  Bf”’-1 . Cos. 

'«—2.9 — M,  &/'”.Sin.>»9 — Afm~l . Sin. 

m — i.<p~+Bfm— *.Sin.w — 2.  9 = jv,  on 
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aura  M-+N V — x = o ; Or  fi  AT  V — i = o , il 
s’enfuit  que  1^=0,  &AT=o;  car  autrement  on  auroit 

N V — i=  — M , c’efl  a dire,  une  quantité  réelle 
égalé  a une  quantité  imaginaire,  ce  qui  efl  contradi- 
éloire;  Donc  puifque  M=o,  & AT=o,  non  feulement 

M~h  N\f  — 1 = 0,  mais  encore  M — N sf  — i=o. 

Il  faut  maintenant  obferver  fl  le  faflcur  fimple 

qui  devient  x —4-  f.  Cos.  <p — yiSin.  9. 
— i,  8c  qui  efl  le  feul,  lequel  étant  combiné  avec 
le  premier  peut  rendre  un  produit  réel , cfl  auffi  fafleur 
de  la  fonction  Xj  il  fuffit  pour  cela  de  fubftituer — 

/(Cos.ç — Sin.ç.V^  — x)  a la  place  de  #,  & on  ob- 
fervera  fi  cette  fubflitution  fait  évanouir  la  fonflionX; 
or  on  trouvera  comme  cy  devant 

x*  = -f/2 . ( Cos.  2 ç — Sin.  29V  — 1 ) 

x5  = — f .(Cos.  39 — Sin.  3 9 . V — 1 ),  & généra- 
lement xm  — r±/"'  ( Cos.  m 9 — Sin.»»  9^ — 1) 

La  fonflion  X devient  par  fubflitution 

-+f'' . Cos.  ntç  — Af™  1 . Cos.  ni — 1.9— \-Bfm  2.  Cos. 

m — 2 .9 ( — /"’.  Sin.  »»  9 -4-  ^ Sin.»»—  1 «9 

— Bfm~\ Sin. »/  — 2. 9 ) V — 1 ; expreflion 

qui  devient  (en  retenant  les  mefmes  dénominations  que 
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cy  devant)  =M — — i.  Si  cette  quantité  =o, 

la  quantité  x-f/Cos.  <p — /Sin.  — i = x-+a — 

b\f~i  fera  un  fafteur  de  la  fonftion  X;  mais  nous 

avons  démontré  impoflible  que  x-\-a-+b V — i fafteur 

de  la  fonction  X,  ou  M-+nV — i foit  = o,  a moins 

que  M — IV  V — i , ou  * — f-  a — b V — i ne  foit  aufli 
= o,  c’elt  adiré,  a moins  qu’il  ne  foit  auffi  fafteur  de 

la  fonftion  X;  donc  x~ba~+  bV  — i , & — 

bsf-  i étant  les  fafteurs  de  la  fonftion  X,  cette  fon- 
ftion aura  pour  un  de  fes  fafleurs  un  trinôme  réel 
x'-t-zax-baa— \-bb.  On  fera  le  mefme  raifonement 
fur  tout  autre  fafteur  imaginaire,  8c  on  démontrera  qu’un 
fafteur  imaginaire  quelconque  peut  tellement  être  com- 
biné avec  un  autre,  que  le  produit  devienne  un  trinô- 
me réel. 

Il  n’y  relie  qu’une  difficulté,  c’elt  lorfque  la  fon- 
ftion X a pluficurs  fafleurs  égaux,  c’elt  a dire,  lorfque 
la  fonftion  contient  le  fafteur  imaginaire  x— va  -*b\[—i 
deux,  trois  fois,  ou  davantage.  On  a bien  démontré 
que,  *-+iî-+i  V — i étant  un  faflcur  de  la  fonftion 
X,  la  quantité  x— y- a — bV  — x devoit  en  eltre  auffi 
un  autre  fafteur;  mais  on  n’a  pas  démontré  egalement, 
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que  le  dernier  fadeur  dût  s’y  trouver  autant  de  fois 
que  le  premier;  8c  par  confequent  on  pourroit  en  corn 
dure  que  la  redudion  a des  fadeurs  trinômes  réels  n’eft 
pas  toujours  pofiible,  Il  relie  donc  ce  doute  a refou, 

dre . Si  la  fondion  X contient  l’exprelïion  x-+-<r-+-Æ  V — • t 
un  certain  nombre  de  fois  reprefenté  par  «,  Il  efl  e- 

vidcnt  par  la  demonllration  precedente  que  — x 

fera  au  moins  une  fois  le  fadeur  de  cette  fondion, 
donc  on  pourra  divifer  X par  le  fadeur  trinôme  x2— H 
Idx— \raa~Jt-bb\  foit  le  quotient 

-4-  A'*”-*  -4- BV"-4  w- C *"— * -+ =D 

entre  les  fadeurs  de  laquelle  fondion  on  aura  encore 

x—t-a— ±b\f  — j un  certain  nombre  de  fois  exprimé 
par  n — 1;  donc  cette  fondion  aura  encore  au  moins 

une  fois  le  fadeur  x — Va  — b'f  — i,  & par  confe- 


quent  fi  on  divife  la  fondion  D par  x2— 4-  2 ax  -4- a1 -b 
/>*,  & qu’on  ait  l’autre  fondion  E=ZMm~' 4 — h Axm~ 5 
-+  B"xm~' 6 -4-  CV”- ' 7 , cette  fondion  ne  contien- 

dra plus  le  fadeur  x -4 -a-+b*J  — x qu’un  certain 
nombre  de  fois  exprimé  par  n — 2.  Il  efl  évident  qu’on 
peut  continuer  le  même  raifonement  jufqu’a  ce  qu’on 


W— 2«— 1 W—  2tf— 2, 

-rfx  — t -p* 


arrive  a la  fondion  x”'~2” 
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entre  les  facteurs  de  laquelle  on  r.e  trouve  plus  x-4- 
a-*-bV  — i . De  plus  cette  fon£liou  n’aura  point  de 
faéleur  tel  que  x-ha  — b — x , car , s’il  y en  avoi  t 
un,  nous  avons  démontré  qu’il  y auroit  aufli  le  faéteur 
x— y-n-t-b*/  — ij  mais  ce  dernier  ne  s’y  trouve  plus, 
puifqu’on  l’a  fait  difparoitre  par  la  divifion;  donc  fi 
x—t-a-+bV  — i fe  trouve  un  nombre  de  fois  quelcon- 
que entre  les  fadeurs  d’une  fondion,  il  faut  que  l’autre 
fadeur  x-+a — b\f — x s’y  trouve  exadement  autant 
de  fois. 

Nous  nous  fommes  fort  étendus  fur  cette  matière,  que 
nous  avons  crû  mériter  beaucoup  d’attention  ; nous  au- 
rions pû  la  traiter  plus  brièvement,  en  rappellant  feu- 
lement ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  Chapitre 
precedent,  fçavoir,  que  toute  quantité  imaginaire  quel- 
conque eft  comprife  dans  la  forme  generale  M-+NV — i, 
c’eft  a dire,  que  les  quantités  imaginaires  font  toujours 
compofées  de  deux  membres  dont  l’un  eft  réel , 8c  l’autre 
une  quantité  imaginaire  multipliée  par  V — i ; le  figne 
radical  V — i renferme  effentiellement  aufti  bien  le 
figne  — t-  que  le  figne  — , 8c  par  confequent  connoilTant 
une  racine  imaginaire  d’une  équation  quelconque,  l’au- 
tre fe  découvre  d’elle  même.  Il  eft  de  plus  démontré 
en  Algèbre  que  le  nombre  des  racines  imaginaires  dans 
une  équation  quelconque  eft  toujours  pair,  8c 


que  leur 
produit 
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produit  eft  réel.  Donc  une  racine  imaginaire  x=<7-+- 
b V — 1 aura  parmy  les  autres  fa  compagne  a — b^f  — - 1; 
& fi  x— n — b V — 1 eft  un  fafleur  imaginaire  d’une 
équation  quelconque,  la  formule  x—a-\-b>J  — 1 fera 
aufft  un  autre  fafleur . On  comprend  donc  aisément 
que  toutes  les  racines  imaginaires  d’une  équation  quel- 
conque étant  reduflibles  a la  forme  M-+nV  — ■!,  il 
s’enfuit  necelfairement  que  toute  équation  eft  aufTi  re- 
foluble  en  fafleurs  réels  fimples  ou  doubles  du  fécond 
degré.  Car  les  racines  réelles  fournilfent  toujours  au- 
tant de  fafleurs  fimples  réels,  & chaque  racine  imagi- 
naire x — a-+bV  — 1 étant  jointe  par  addition,  ou 
par  multiplication  avec  fa  compagne  x — a — b — 1 

produit  dans  le  premier  Cas  une  fomme  réelle  fimple, 
& dans  le  fécond  un  fafleur  double  réel;  de  forte  que, 
fi  une  équation  du  degré  »i  = a-+îr  avoit  » racines 
réelles,  & îr  racines  imaginaires  dont  chacune  feroic 

de  la  forme  — x,  cette  équation  aura  n fa- 

fleurs  fimples  réels,  & r fafleurs  doubles  réels. 

Maintenant  pour  revenir  a l’equation  generale 
on  voit  que  fon  intégrale  peut  être  compofée  d’entiers 
qui  refultent  de  la  divifion  de  la  fraftion  ces  par- 
ties étant  purement  algébriques  font  intégrables  abfolu- 
ment;  l’intégrale  peut  aufli  être  compofée  de  fafleurs 

Kk 
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(impies  du  dénominateur  8c  alors  elle  renferme  des 
quantités  logarithmiques;  mais  il  peut  arriver  que  le 
dénominateur  contienne  une  puiflance  de  quelque  fa- 
fleur  fimple,  8c  que  cette  quantité  logarithmique  foit 
jointe  avec  une  quantité  Algébrique  ; alors  la  quantité 
logarithmique  pourra  difparoitre  dans  l’intégrale  qui  ne 
contiendrait  plus  que  des  quantités  algébriques.  Donc 
le  dénominateur  .(£_  ayant  tous  fes  fafleurs  fimples  réels, 
fi  l’intégrale  n’eft  pas  algébrique,  elle  dépendra  des  lo- 
garithmes. Mais  fi  le  dénominateur  Q contient  des 
fafleurs  fimples  imaginaires,  on  aurait  alors  des  loga- 
garithmes  imaginaires;  or  puifque  les  racines  imaginai- 
rés  vont  toujours  en  nombre  pair,  & que  leur  produit 
eft  toujours  réel,  il  s’enfuit  qu’on  pourra  avoir  des  fa- 
fleurs  trinômes  réels  jufqu’au  nombre  qui  fera  la  moitié 
de  celui  des  fafleurs  imaginaires  8c  on  aura  par  le  mo- 
yen de  ces  fafleurs  les  parties  de  l’intégrale  qui  dépen- 
dent de  la  quadrature  du  cercle,  comme  nous  avons 
expliqué  fort  au  long  dans  les  Chapitres  precedens.  Il 
faut  avouer  cependant  qu’on  n’a  point  de  réglé  generale 
par  laquelle  on  puiffe  affigner  aftuellcment  ces  fafleurs, 
puifque,  dès  qu’une  équation  patte  le  quatrième  degré, 
les  méthodes  connues  jufqu’a  prefent  ne  fuffifent  pas  pour 
en  découvrir  les  racines.  Mais  pour  le  Cas  prefent  il 
fuffit  d’étre  afluré  que  toute  équation  contient  ces  fa- 
fleurs réels,  quoiqu’on  n’ait  aucune  Méthode  generale 
pour  les  trouver. 
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CHAPITRE  V. 

De  la  ReduSlîon  de  plufieurs  Différentielles 
irrationelles  en  Différentielles 
rationelles . 

CLXXII. 

Suppose'  que  dans  la  différentielle  Xdx  la  quan- 
tité X foit  une  fonflion  quelconque  de  la  variable  x & 
de  confiantes  réelles.  Comme  (axm— k-bx"  — *-ÔV.)  — 

(e— \-fxT— *-gx"  — h&c.  ) ■+(i-+/*,H-6'f.)  Ô*c.;  fi  tous 
les  expofans  A,  u,  r,  &c.  des  puiffances  dont  Xefl  compo- 
fée,  & tous  les  expofans  w,  »,/>,  ÿ,r,  &c.  delà  variable 
x dans  chaque  terme  particulier  de  ces  puiffances,  font 
des  nombres  entiers  ou  zéro,  la  fonélion  X & la  diffé- 
rentielle Xdx  font  nommées  rationelles , & on  les  ap- 
pelle irrationelles , quand  quelqu’un  de  ces  expofans  eft 
une  fraction . 


CLXXIII. 

Problème  I.  Réduire  la  différentielle  Xdx  en  ra- 
tionelle,  lorfque  les  expofans  A,/x,  >■,  & c.  des  puiffances 
dont  X efl  composée  étant  tous  des  nombres  entière, 
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ou  zéro,  quelques-uns  des  expofans  m , »,/>,  ÿ,  r,  OV. 
de  x dans  les  termes  particuliers  de  ces  puiflances  font 
des  fractions . 

Soient  les  expofans  »»,  />,  (?c.  des  fractions,  — , 

&c.  réduites  a leurs  plus  petits  termes,  enforte  que  <r  & 
p , it  8c  t foient  des  nombres  entiers  premiers  entr’eux . 
On  cherchera  d’abord  le  plus  petit  nombre  entier  6 qui 
puiife  être  mefuré  par  les  dénominateurs  des  frayions 
P,  t Sc c.;  enfuite  on  fuppofera  * = **,  par  confequent 
<fx  = Szs— ‘^z,  Sc  on  fubllituera  êz*~Vz  aulicu  de</x, 
& a9 au  lieu  de  x daus  la  différentielle  proposée  Xdx-} 

0 9 r S T , 

On  écrira  donc  z f au  lieu  de  x t & z T au  lieu  de  xT  ; 
or  puifque  6 eft  exactement  divifible  par  p & par  r , les 

0 9 Ox 

puiflances  z f , z T auront  des  nombres  entiers  pour  ex- 
pofants,  & la  différentielle  Xdx  fera  changée  en  ratio 
nelle.  C.  F.  T. 

CLXXIV. 

Corollaire  I.  Si  dans  la  différentielle  Xdx  la 
quantité  X ne  contient  que  des  fondions  rationelles  de 

Z.  » 

*,  Si  des  puiflances  fradionaires  (e-t-/x)f,(e-+-/*)T  , 
&c.  du  binôme  fimple  c-hfx  ; on  la  rendra  ratio- 
nelle,  en  fuppofant  e— *-/x  = z.  Car  par  cette  fubftitu- 
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9 9 

tion  on  aura  dx=Ÿi  (c-i-/*),=*f , (<?-+ 

t ir 

/x)T=xT,  &c.  & en  fubflituant  ces  valeurs  dans  Xdx , 
cette  différentielle  aura  les  conditions  requifes  pour  être 
réduite  en  rationelle  par  le  Problème  I. 


CLXXV. 

Corollaire  II.  De  même  fi  dans  la  différen- 
tielle Xdx  la  quantité  X ne  contient  que  des  fon- 
dions rationelles  de  x,  5c  des  puiffances  fiadionaires 


(: 


) , , &c.  de  on  la  rendra  rationel- 


le en  fuppofant  7^  =rz;  car  on  aura  par  cette  fup- 


pofition  x—~f^ 


dx  — 


adz(f  — iz)-+idz(az  — e)  _ 
U-bzY  • 


— 9 — T 

(j^r£)t=zz'  ; & en  fubflituant  ces  va- 

leurs dans  Xdx , cette  différentielle  aura  les  conditions 
requifes  pour  être  réduite  en  rationelle  par  le  Problè- 
me I. 


CLXXVI. 


THEOREME  I.  La  différentielle  xT  </#(?-+• 
fxn  -*rg  X* " -t-  b *5  * r¥&e.  )\  ( fl  -t-  b H*  -H-  C X1 * -+  &C.f 
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&c.,  en  fuppofant  xT  = z,  ou  fe  réduit  a cej- 

le-cy  -j[zT— V z ( e -+yV’-+(g  s1  T — *-ÆsÎT-+  ÔV.)*  X • 

(a— hbzr-*-cz1T—b&c.)f‘i  qui  fera  rationelle,  lorfque 
t eft  un  nombre  entier  quelconque,  &;  -y,  A,  /x  des 
nombres  entiers  ou  zéro,  quelque  foit  ». 

Démonstration.  Puifque  x’’  = zT,*on  aura 

T "K»  T T TTn 

x = z"  .xT  = z ”;<fo=T-z"  dz.xT  dx=z- z~ 'dz. 

*1',  = zIT,xî’,  = z5T,  ÔV.,  & en  écrivant  ces  valeurs 
dans  la  différentielle  propofée,  elle  devient  ~zr~ldz 

(e— \rfz~ t-gz2T— ¥bz'  T— *-ÔY.)  ,(Ka—‘rbz-Jrcz1  T-*-Ü‘c .)H 

dans  laquelle  tous  les  expofans  de  la  variable  z,  & 
ceux  des  puiffances  dont  cette  différentielle  eft  compofée 
font  des  nombres  entiers  ou  zéro;  donc  elle  fera  ratio- 
nelle. C.  F.  D. 

CLXXVII. 

Corollaire  I.  Si  r=si,  ou  C la  différentielle  propo- 
fée  1 dx{c-\rf x— ¥g*‘n-+bx  — t-iTc.)K. (»— t-Ax" 

i 

— l-cx1"-*-  ÔV.)1*,  en  fai  Tant  x"=z  ou  x = z , on  la  ré- 
duira a celle-cy  ~zr~~l dz(c-+fz-4-t>z1—i’i>z*~+S’c.')K 
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x (/?-+/>  z -h- czJ-+ÔY./*,  qui  fera  rationelle,  lorfquc 
font  des  nombres  entiers  ou  zéro. 

CLXxvnr. 

Corollaire  II.  Si  t = 2,  ou  fi  la  différentielle 

— ■ — I 

propofée  eft  a*  </»(*-*-/#"— 4-£  a*"— l-ÛV.)*.  ( n-^-bx 

n 1 

-4-c**"-4-Ô*r.y;  en  fuppofant  a’  = z,  ou  * = *",  on  la 

réduira  a cclle-cy  ~z  1 dz(e-*-fz*  — f-g»4  — — *■ 

)*  . ( a-*-bz*-+cz*-+&c.  )'*,  qui  eft  rationelle, 
lorfque  i7,Â,  ^ font  des  nombres  entiers  ou  zéro. 

CLXXIX. 

Corollaire  III.  Si  dans  la  différentielle  du 

•*n 

theoreme  aT  dx(c— hfxn— \-gxin-4rbx^  -+ÔV.)*. 

(a-+  b xn  -¥  c xln-+(7c.f , on  fuppofe  l’expofant  /u  = o, 

fX 

8c  par  confequent  la  puiffance  (a— hbxn— v-cx2 

V un  ^ 

= 1,  cette  différentielle  deviendra  aT  d x ( e -+-/x”  — 1- 

T 

gx1”-+bxi''-*-<D‘c.)*  laquelle  en  faifant  a = z"  fe  ré- 
duira a celle-cy  '-z~'ldz(e-*-fz  -+-gz*  -Jrhz‘  —H &c.)K 
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qu’on  réduira  (Cor.  I.)  en  cette  autre  ~zT~~T/Jz(e  — i 

en  faifant  r=i,  & (par 
le  Cor.  II.)  en  ^zT~~ldz(c  — k-fz1  — ¥ gz*  -+  bz6  — HÔV.)* 
en  faifant  r = 2. 


CLXXX. 

Corollaire  IV.  On  peut  ôter  les  termes  qu’on 
voudra  dans  les  puiffances  dont  la  différentielle  du  theore- 
me  efl  composée,  en  égalant  a zéro  la  confiante  ou  le 
coefficient  de  ce  terme , & en  1’  effaçant  de  même  dans 
la  différentielle  réduite.  Par  exemple,  fi  on  veut  que 
les  puiffances  foient  des  binômes,  on  ne  retiendra  dans 
chacune  que  les  deux  premiers  termes  e — »-/V , & 

«r  n ^ J 

£x",  8c  on  aura  la  différentielle  x T dxÇc-t-fx"  )*  . 
(a-t-bx*)*1,  8c  fa  réduite  ou  fa  transformée,  en  faifant 

r 

x~zn  , fera-^-  zr~'dz  (e— *-fz)x . (<»— \-bz  Y.  Si  on 
veut  que  la  première  puiffance  devienne  un  binôme,  8c 
l’autre  un  trinôme,  on  retiendra  les  trois  premiers  ter- 
mes e-\-fx'— *rgx'*  de  la  première  puiffance,  8c  les  deux 
premiers  de  la  fécondé,  en  fuppofant  nuis  les  coeffi- 
çiens  des  autres  termes,  & on  aura  la  différentielle 

M 
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!_■  -, 

kt  dx(e-¥fxn-¥gxxnÿ  . (*-+-£*")•“  & fa  réduite 
-*~ld*(c-+f*'-+g%'r)\  {a^-b^y  . 

CLXXXI. 

THEOREME  II.  La  différentielle s" y 
dans  laquelle  tt  eR  un  nombre  entier  ou  zéro,  & A,  » 
des  nombres  entiers,  en fuppofan te -+/#" =x’  peut  tou- 


jours fe  réduire  a la  différentielle  rationelle-^— s*  1 dz  X 

”fv 

( z O » torique/*  eR  pofitif,  & a la  différentielle 


v K4r-.j 


dz(e  — z7)  lorfque  / eR  négatif. 

Démonstration.  Soit  fuppofé  e—*rf xn=z’  , on 


aura  K"=y , KSSS<^X.. 


7 

f • 


<**  = 


^ f)»  1 


> ( *-+■/ <•")’’=  * ; par  confeS 


queinx*"- V*(e— +■/*")'  = — " Vz  (*’■— ■e)*”'.1 
C.  4A  F.  D. 

Si  on  fuppofe  c — /V  — , on  aura /*"=<? — x”;  x 
1 

= ’-^z'-'dzX 


r 


nf 


L1 
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i 

( e — *”)  " 1 ; & (e  — /x”  ) ’ = zK  ; par  confequent  xT  'dx. 

(f  V *(  e )T~ 1 C.  F.  D. 


CLXXXII. 

Corollaire  I.  La  différentielle  x d *)’ , 
dans  laquelle  q eft  un  nombre  entier,  ou  zéro,  A & » 
des  nombres  entiers,  en  fuppofant  r— t-/x  = i s”  fe  rédu- 
it a la  différentielle  rationelle 'dz(z’ — e)*, 

lorfque /eft  pofitif,  & a la  différentielle  —jf—lzx’*,~'dz. 

(e  — z’y.  Lorfque  / eft  négatif  ; car  en  comparant  la  diffc- 

x 

rentielle  x?  d x ( e -+f  x ) ’ avec  la  différentielle  x'n~ldx  X 

K 

( e ~hf x” ) ’ on  trouve  n—  i,  irn — i~-rr — î—q^yr 
= q-t- 1;  par  confequent  la  réduite  dz{z 

— e)  =.—j^z~*"'~1dz(z — e)?,  & la  réduite  — 


ri 


.X-*-» 1 


»r 


dz{c — zv  ) 


,\-h  V 1 


dx  ( e 
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CL  XXX III, 

Corollaire  II.  La  différentielle  xra~ldxl/ e -+f  x” , 
en  fuppofant  e— i-fx"  = z1  fe  réduit  a la  différentielle 
~~  ■'j*  (z* — C)T_ % lorfque  / eft  pofitif,  & a la  diffé- 

rentielle  — '~^T~  (g  — **)T—  % lorfque  / eft  négatif. 

Car  en  comparant  ife— »-/**,  ou  (e-*-/*")*»  avec 
(,-+/*")  ’ on  trouve  A=i,r  = 2,  & en  fubftituant 

ces  valeurs  dans  les  différentielles  du  theoreme,  elles 
fe  changent  en  celles  que  nous  venons  de  propofer. 

CLXXXIV. 


Corollaire  III.  La  différentielle 


ou 


(c-+fxny~ T,  en  fuppofant  e -\-f x — z2  , fe 

réduit  a la  différentielle  ^rx  ( z2 — e)*  1 , lorfque/  eft 

pofitif,  & a la  différentielle — — * 2 j'-1,  lorfque/ 

nf 

eft  négatif  ; car  en  comparant  ( e -+fx”  )_“avec  (e-t-/x°)’ , 
on  trouve  A — — 1 , & e = 2 . 


* 
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CLXXXV. 

Corollaire  IV.  La  différentielle  xTn~1dxX 

) • (a-hbx  dans  laquelle  7 r, 

A,  » font  des  nombres  entiers;  en  fuppofant  e-+- 

fx’’=zzv  fe  réduit  a la  différentielle  rationelle  ~ X 
0*0]“,  lorfque  / eft  pofitif , & a la  différentielle 


»/’ 
*Vv» 


C-r-y^^-r,  Iorfîue/eft  négatif.  Car  en  fuppo- 
liuit  e-t -fx” —z  j on  trouve  *”  — 


T»  — i X 


</*x 


J ' nfT 


} -f-  tt““I 


— f)T  1 , lorfque  / 
efl  pofitif;  par  confequent  on  aura  dans  ce  cas  xT"~ ld  x X 

s dz 


(c -1-f*”)'  '(*-*•!> xn-{.cxln Crc.y L_ 

»r 

x -C-h-^  (^fî)-*.e(ipr),H-  ev.)M  • 

On  démontré  de  même  l’autre  partie,  par  ce  que  /étant 
négatif,  on  a # = 


X 

-7-  » & * dx(e  ~+f x"  ) ” — 

</x  (e — a’/ 


*/* 


. > w — I 
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CLXXXVI. 

Corollaire  V.  Si  dans  le  Corollaire  precedent 
on  fuppofe  c=o ’cx2 — 1 }\~i }r~2t 


onaurax™  1 dx(e— <-/'*”)*  .(<j-+-£x”) 


n \ — I » dxr  r-t-/; 


» . , » .T-I  > , , » ■.*•*■* 

— » ,z  J z( Z — e)  »g  dz( g — >) 


x-f&xn 

.r  ~ ./-w.w=> 7 : lorf,M/ 

eft  pofitif,  en  fuppofant  ;l  ; 8c  xr”~'1  du. 

I 

(f  -*•/"*  )*. )’r—I  , r n 

— r— T-i  r — , -r»  lonque  / eft  ne- 

gatif. 

Mais  fi  le  refie  étant  le  même  on  fuppofe  A=— -rj 
*=2,  on  aura  ^==  a/rz  7>  TT 

= >-»/ V — 7v  lorf<lue  / eft  Pofltif  » & 

\*r- *■*(«  — Oj 

— 1 . . . ».» — 1 

* • o*  in((— g)  ir 

ü — 7~~  ~~ — , r TS  lorfque  / 

(a-t-ix  ) l^T—fïF  nf  yji  f -*-t  (e  — z 

eft  négatif. 

CLXXXVI  I. 

Theoreme  III.  La  différentielle  rationelle 


~l  dx(  n J dans  laquelle  7 r eft  un  nombre 
' 4 ■+  b x y 


en* 
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tier  ou  zéro,  & A,  » des  nombres  entiers  devient  ra- 

tionelle  en  fai  Tant  , ou  x—a-y—-' 

y ’ f—i? 

Démonstration.  En  fuppofant  xn =2,  on  au- 

ra  (Art.  clxxvii.  ) x*”~ ldx(  L-V  =- zr~ 

\ s-hbx  J n 

K 

C^fO  » or  ^ dans  cette  f°rmule  on  fuppofe  encore 
» on  aura  *=^7=*";  Pr  confequent 

(sfëT=/.  & *•= 

donc  I,— 

(/ — f/)  * 

K 

_J  fmy—  1 ^ X ray*-1  dt(f—Ay  ’) -t-'.'/iy  'jy(.iy’-t) 

K^Tz)  n\f-iy) 

= ly'-'-'—'d  v ( -(/—  <)f«r  — QT— — fV 


•),dif- 


férentielle  dans  laquelle  tous  les  expofàns  de  la  variable 
^ & de  fes  fonctions  font  des  nombres  entiers  ou  zéro. 

CLXXXVIII. 

Corollaire.  Si  on  fuppofe  A=i,  » = 2,  ou 
:7>  ia  différentielle  du  theoreme  deviendra /"“VxX 
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, ou  f—'i*  / '—L£~,  & en  faifant  Lïïï— 

Kx^bx-J  ’ •-**  ’ -ybxn 

yx  y ou  xa  = y . I > elle  fe  réduit  a la  différentielle 

r • _ i i j a ( f—  6 y1  )(xji*—e  V*- 1 -+  b («  y% — OtN  • 

fuivante  -y  a y ( ; — — * ‘-■-A ],  qui 

eft  rationelle,  lorfque  tt  eft  un  nombre  entier  ou  zéro. 
CLXXXIX. 


Theoreme  IV.  La  différentielle  xm~1dx'X 
\ 

{(*■+/*"  ) ( G—¥bx  )}* , dans  laquelle  tt  efl  un  nombre 
entier  ou  zéro,  & A un  nombre  entier  impair  en  fup- 

a 

po fan t x = ' y fe  réduit  a la  différentielle  rationelle 

ù-fy 

» (A — fj*  )*~*k~*i 

Démonstration.  En  faifant  *”  = *,  on  aura 

a 

(Art.  clxxix.  ) vf* )(*-*•  bx’)y%=: 

A 

or  lî  on  fuppo- 

I 

fe  ■Ç(e-+/'*)  (a— s-bz)~y  = (e  — , on  aura 
(c-+fz)(a-i-bz)=z(e-*-fz)xy1  ; par  confequent 
a-¥bz'=.eyx-¥fzyx  ; — fzyx^eyx—a\  z — 


Digitized  by  Google 


2yi  Elemens  du  Calcul  intégral. 

„ — 'y1-*  . «— * — (*/  — ')*—! . j — 

leyt/yjb—fy1)  -+  1 f y d y ( r y*— ti) i y .■!  y ( b r — f j')  _ | f - -, 

(M>‘)‘  * 7 ~ 


A 

{(  g -+-/*)  ( 4 -4-  £ S ) y = (\lZ)y  J T > donc  on 


aura 


» y » {à—jy y~ 


lydy(br-fa)  y (by-fa)*,*  _ i(b..-PÏ'^  1 . 

c*-///  * (*_///  «cM/r^*  ’ 

différentielle  rationelle,  lorfque  -n  8c  A font  des  nom- 
bres entiers,  ou  zéro.  C.  QF.D. 


CXC. 


Corollaire  I.  Lorfque  A = i , ou  que  la  diffé- 
rentielle propofée  efl  x",~\dxl/\e-*-fx‘)  (rf-+6~x"), 
en  fuppofant  x”—  ~~j~[  > elle  fe  réduit  a celle-ey 


2 ( by  — f j")1  y*  d y ( eyx  — *Y  1 

(i-W//-1 
or  efl  un  nombre  entier  ou  zéro. 


qui  efl  rationelle,  quand 


CXCI. 


Corollaire  II.  Lorfque  A= — i,  ou  que  la 

xrn  'ld  x 

différentielle  propofée  efl  — ■ , en  fuppo- 

KCr-t./x1’)  rr 

Cint 
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fant  s*  = 'J.r*  on  la  réduira  a celle-cy  — . 

qui  eft  rationelle  quand  -n  eft  un  nombre  entier,  ou 


zéro. 


CXCII. 

Corollaire  III.  Si  la  différentielle  propofée  etoic 


\ 

x " V*(f  x”  — !-/**”)*,  on  fuppoferoit  dans  la  formule 
du  theoreme  <*  = 0,  & £ = 1,  ce  qui  réduit  la  quan- 
tité a-t-bx",  a a",  & (e-t-fx*)  (a—*-bxa)  a ex”  — h 

fxxn\  la  même  fuppofition  donne  a”  — y-  y ' — - , 
& la  réduite  devient  — — - — — = 


—'h 


■p-  ; Ainfi  lorfque  A = i , ou  que  la 


propofée  eft  xn~xd  x f*"— +-/V",  en  fuppofant  x”  “ 

ry  ; , on  la  réduit  a celle-cy  — — * 1 ^ , & lorf- 
1-fS  ’ 7 » (!-/>*) 1,1  ’ 

T"-I, 

« * a if 

que  A=.  — 1,  ou  que  la  propofee  eft  r_  — , en 

Vcx"  -+f*xn 

fuppofant  x”  — — , là  réduite  fera  — : 

j— /> 

Mm 
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CXCIII. 


PROBLEME  II.  Réduire  la  différentielle  xT  ' 1 ci  x 

X 

( c —bf  k” —b g xl*  ) % en  rationellc,  lorfque  A eft  un  nom- 
bre entier  impair,  & -r  un  nombre  entier  quelconque, 
ou  zéro. 

Solution,  en  failânt  *”=*,  on  réduit  la  différen- 

X 

tielle  ptopofee  a celle-cy  - *T— 1 dz(e-\-fz -bgz1)* , 

qui  ne  peut  titre  réelle  a moins  que  l/c  — bfz  — t-  * « 1 ne 
foie  réelle;  car  en  fuppofant  que  A eft  un  nombre  im- 
pair = on  aura  ^ = »w-+I,  & ( e —bf z -f. 

x 

g*1)'  =(c-4-f%~+gz*)mX^~bfz-bgz1;  Or 

!/ c-bfz-bgz1  ne  peut  être  réelle,  lorfque  les  trois 
conftantes  f,  /,  g font  négatives;  Il  faut  donc  qu’au 
moins  l’une  des  trois  foit  pofitive,  ce  qui  donne  trois 
cas  pour  la  folution  du  problème. 

Cas  I.  Lorfque  g eft  pofitive,  Sc  les  deux  autres  e,  f 
telles  qu’on  voudra  ; on  fuppofera  g~aa , 8c  a z -b  y = 

l/ • aazz—bfz—be:  d’ou  l’on  déduit  z = lï^ZL  • az 

’ f — z a y ’ 

-*•/=  v ^zz-bfz-bc  = ; (g^z-bfz 
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T (fy  — *yy~-ae  )K  . . » yriy(f—t  ay)-+zati  yÇyy— •) 


-ûfg 


_*Jy(fy-*yy-*')_  1 » - J (”  enfin 

l*-'jz(gzz-t-fz-+eÿ  = --(7i  X 


*dy(fy  — *yy  — *')  y.  (fy  — ayy  — atf  

(Jf—zayŸ  {f—z*y)K 


tdy.f  yy  — ,)’  ' . ( f y — a y y — a e)K  ' . 


différentielle  ratio- 


nelle,  lorfque  A eft  un  nombre  entier,  & t un  nom- 
bre entier  ou  zéro.  C.  F.  T. 

Cas  II.  Lorfque  e eft  pofitive,  g & f étant  tel- 
les qu’on  voudra  on  fuppofera  e = b b , & b —¥y  z = 

/ d’ou  l’on  déduira  z — ■ 

i//, b — t~y z -+^zï  = £ —4-^ z — ^ 11  y ~[_y^ h r‘  i (szz 

-4-/z-»-0t=  c^-/>  •h^rf'Z.. 

J (g— y y)  {g—yy) 

j z—  iidy(g—yy) — *ydv{  t^y-f) *dy(t?-fy-*-&yy)m 

(g—yy)1  (.g—yy)1  * 

* 

& enfin  - *x  1 </z  (g  z z -+■/" z -+-  e ) 1 ==  - X« 


/ 


Digitized  by  Google 


ï~6  F-lemens  du  Calcul  inte’gral 

f z by  — fŸ  ' ..  lày (b  r — f y 6 V y)  w (f?  — fy  -*■  & y V ) X 

* U-yyY  Cg-yy)K 

— ïHY  c»i SL=f±^lli*3 -fj  - /V7' b-  ; différentielle  ra- 

tionelle  lorfque  A eft  un  nombre  entier,  & zr  un  nom- 
bre entier  ou  zéro. 

Cas  III.  Lorfque  g Sc  c étant  négatives,  / eft 
pofitive,  ou  que  la  différentielle  propofée  eft  x -V*X 


(f*  —7,*  1 dz(fz—gzt  — ef  ; il 

faut  que  ff  foit  plus  grand  que  4 ge.  Car  fi  on  fup- 

pofe  l'  f a — gzz  — c = ztu  quantité  réelle,  on  aura 

^ I 1 fz — f — "»  ff  fz  , 

fz-gz  -C  = UH,  Z — -J"*- 

4 gg  v g 2s  zg 

d’ou  l’on  voit  que  z ne  peut  être  réelle,  a moins  que 
ff—~\ge  ne  foit  une  quantité  pofitive,  ou  que  ff  ne 
loit  plus  grand  que  4 ge:  on  fuppofera  donc  ff  7 4ge, 

8c  f/'J.  — zz  — -=l/(  — A-+z)(B  — z)y  A,8cB 


étant  des  confiantes  indéterminées  dont  on  trouvera  les 
valeurs  réelles  par  l’equation  — — zz  — 7=  ( — A-¥z) . X 
(B  — *)  — — 'AB-+Az — <zz—\ -Bz  en  faifant  AB 
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*/ / 


= & A-+B  = 7 ; d'ou  l’on  déduit  B=-  —A:  AB 

£ * g ’ 

~ï±—aa=L;  lL-.LL-+AA=i!zi5L.  JL«, 

B Z 1 4££  p 4ff  ' 2 B 


4** 


A=zZtl Ùl=±ÂL-  A=f~l/,!-^\  & 5=3 

*g  * *g  ’ 

— 4<’f } quantités  réelles. 

Or  en  fuppofant  ^ ( — A-*-z)(B — z)  = (5— ■ -z)/ 
on  trouve  % = , 5 — s = ; ( B — > z ) y 

y y \ ^ -t-  I > V //. 


(B-A)r 

y y -+•  i 


fVs — — c=/.  ( B~?±r:  f z — pzz.  — e^z 


^tB-^V 


.A  A 


O/-.)*  AJ  S } lyy-+i?  ’ 

( a y y -+  ■4)T~1  J __ iVyHy(yy-t-  i ) — 2 y d y (B  y y->- A) 

O'/-*-  « )’-1  • (yy-*-*)' 

A 

— (^ 1 ( B ^ ; par  confequent  ^xT~  Vx(/z — gzz— e)* 

A 

__i  »yrfy(B-.Q  (B-/*)V 

» ‘ (yy-+  »)* 


«O'J’ 


^ ^ j différentielle, rationelle 

1 )TA1  ' 


) 

J 
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lorfque  v,  & A fout  des  nombres  entiers,  ou  zéro. 
C.  g.  F.  T • 

CXCIV. 

Corollaire  I.  Si  dans  la  différentielle  Xdx  la 

quantité  X ne  contient  que  des  fondions  rationelles  de 

\ 

x 8c  des  puiffances  fraélionaires  (a— (a— hbx 

J* 

—4-rx1)1  &c.  Du  même  trinôme  a— \rb  x-4-cx1;  A & /u. 
étant  des  nombres  impairs,  & <7,  Æ,  c des  confiantes 
réelles  ou  zéro,  on  pourra  toujours  réduire  cette  diffé- 
rentielle en  rationelle,  en  trouvant  comme  dans  les 
trois  cas  du  problème  precedent  une  quantité  variable 
rationelle  qui  étant  fubflituée  au  lieu  de  x rende  ratio' 
nelle  la  quantité  va-ï-bx—ï- ex*. 

cxcv. 

Corollaire  II.  Si  dans  la  différentielle  Xdx  la 
quantité  X ne  contient  que  des  fonctions  rationelles  de 

N 

«,  & les  deux  puiflànces  fraélionaires  («-t-Æx)1,  (Æ— t- 

&x)*,  A 8c  n étant  des  nombres  impairs  on  pourra 
toujours  réduire  cette  différentielle  en  rationelle,  en  fai- 

X 

fant  (i-+i*=xï,  ce  qui  donnera  {a— k-b  x) 1 x 
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2 19 


U 


=^F,  & (i-u*.)’=(i— qu’on 
rendra  rationelle  par  l’un,  ou  l’autre  des  deux  premiers 
cas  du  problème  precedent,  en  fuppofânt  b — 

—g,  Ù'  f—o  dans  le  trinôme  c-+f  z-+gzz. 


CXCVI. 


Corollaire  III.  Si  dans  la  fraflion  différentielle 
- ü 

on  a P — X(a~ \-bxY  8c  £)j=:X(b  -+  k x)1  zdz 

9 

X“(^-+-;w*)>,rf,^)Æ, étant  des  confiantes 
réelles;  A,  /u,  » des  nombres  impairs,  8c  Xy  X , X " des 
fondions  rationelles  de  x , on  pourra  toujours  rendre 
cette  fraflion  rationelle.  Car  le  produit  des  deux  binô- 
mes quelconques  A-+B,  A — B efl  AA — B B,  ainfi 
en  multipliant  le  numérateur  Pdx , 8c  le  dénominateur 
£ L 

.0  par  X(b-+-k*)1  ~ X (/— +-w x) 1 , on  ne  changera 
point  la  valeur  de  la  fraflion , fon  dénominateur 

deviendra  XX (b— — X'X(l-+-mx  )'  fonflion 
rationelle  de  x;  Son  numérateur  deviendra  XXdx(a-+ 

X H XV 

6x)*  . (b-+kx)*^+XXdx(a-+-bx)1  (l-t-mx)1  8c  la 
fraflion  entière  fera  égalé  aux  deux  fraflions 


»8o  Elemens  du  Calcul  intégral 

h t 

xrjx(a-*.i*ÿ  

XX(6  -►<*)'*  — JT  JT  (/-un*)»  ”*■ 

X 0 

X’ X’ (6  -t- 1 x)“  — X ' X '(I  -*■  m x)'1 

dont  chacune  pourra  être  réduite  en  rationclle  par  le 
Corollaire  precedent. 

CXCVII. 

Corollaire  IV.  Si  dans  la  fra&ion  différentielle 
— i P eft  une  fon&ion  rationclle  de  x,  & 4^=X 
1 - 

-4-X'(<r-+-Æ x)  *JdrX*  ( b-\-k*  )*  on  pourra  toujours 

rendre  cette  fraêlion  rationclle,  car  en  multipliant  le 
numérateur  PdxySi  le  dénominateur  d?_par  X— hX'X 
- 

(',-t-i*)1ZfX,(  b-^kxY , on  ne  changera  point  la 

valeur  de  la  fra&ion  fon  dénominateur  deviendra  XX-+* 
\ 

Z X X ’ ( a->rb  x )T  X X ( a-4-b  x ) — X ' X"  ( b -H-  k * ) " , 

x 

fon  numérateur  fera  P Xa  x-+P  X' d x (a-+b x)1"^ 

P X" d x (b-*- k*  Y , & la  fra&ion  entière  ^cra 

égalé  a trois  fradions  qui  auront  toutes  le  même  de- 

nomi- 
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nominateur,  & dont  chacune  pourra  être  réduite  en 
rationelle  par  les  Corollaires  II.  & III.. 

CXCVIII. 

Corollaire  V.  Si  dans  la  fraction  différentielle 
P eft  une  fonftion  rationelle  de  x & XX 

X £ 

(e -+•/*  — \-g  x*  )*  X'  (<*  — \rb  x— t-r  x*  )*  , on  pourra 

toujours  la  rendre  rationelle;  car  en  multipliant  fon 
numérateur  Pdx , & fon  dénominateur  par  X(r— «- 

x K 

fx— t-£x‘)*  HfX' (/»-*- bx-+cx x)* , elle  deviendra  éga- 
lé aux  deux  fractions 

A 

PXdx(e-*-fx-hPxx)%  __ 

X X(e  -t-fx  -*-g*  * )*  — X'  X\a  -+•  b x -*■  c xx  y*  ~ 

I* 

P X'  dx(  x -t-  bx  -*-t  x x)1 
XX^p-i-fx-p-gx1  — A ' A 1 ( < -*•  £ x -►  r x*  >a 

dont  chacune  a pour  dénominateur  la  même  fonftion 
rationelle  de  x,  & peut  être  réduite  en  rationelle  par  le 
Corollaire  I. 


CXCIX. 

Theoreme.  Si  dans  la  différentielle  Xdx , X 
ne  contient  que  des  fondions  rationelles  de  x & la 

N n 
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quantité 

*r 


V a-¥. 


OU  F a -¥  b/ ' 


OU 


(H-fe>7  > 


^ a—¥bÿ c—hcÿ f-+A(j f ou  &c.  A^ 

a,  b , r,  r,  /,  £,  b,  £,  /,  £?V.  étant  des  confiantes 
réelles,  & ^,2»,  »,  />,  Ô'r.  des  nombres  entiers  quel- 
conques, on  pourra  toujours  réduire  cette  différentielle 
en  rationclle,  en  fuppofànt  égalé  a a la  quantité 

y a -4-  A (r-—^)  * , OU  ^ a -t-  b P ’ C-±A(L 
ou  & c. 

Démonstration  .If  Si  on  fuppofe 

y | 7 j 

^ a-*- A ~4' /;  r ) * =r-  ■>  nn  niir;1  ^(*"777  )*=•»”; 

* ^ ~ ) = Z fonélion  rationelle  de  z,  lorf- 

que  >m  & ^ font  des  nombres  entiers;  & par  l’equation 

x-  = Z on  trouve  x = ^j—~=.Z'  fon&ion  ratio- 
nelle de  z:  donc,  fi  on  fubflitue  Z'  au  lieu  de  x,  dZ" 

F/ ~ 

au  lieu  de  dx,  & z au  lieu  de  r a— h A 

dans  la  différentielle  propofée  Xdx,  elle  deviendra  toute 
rationelle.  C.  F.  D. 

Il’  Si  on  fuppofe  a-*rb  j/ c-+ A (L jJjLJi  — « , 
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2S3 

on  aura  c-i-A^—fÿ^z”;  l/ c^A(fê£ÿ 

— '^T'y  c^^(H7f)#==(2-T^)n>  fon61ion  ratio- 

nelle  de  z , que  nourdefignerons  par  F • ^ _ZLC  J , 

fon&ion  ratlonelle  de  z,  que  nous  defignerons  par  2"'; 

& par  l’equation  — = 2^,  on  trouvera  k = |^-~  > 

fonélion  rationelle  de  z,  que  nous  defignerons  par  T“ ; 
donc,  fi  on  fubftitue  2r"  au  lieu  de  *,  i\T*  au  lieu  de 

</x,  & z au  lieu  de  -+A{LA±1^  dans 

la  différentielle  propofée  Xdxy  elle  deviendra  toute  ra- 
tionelle. C.  4?.  F.  D. 

III  ° On  voit  évidemment  par  ces  deux  demon- 
ftrations  la  demonflration  de  tous  les  cas  polïibles  du 
theoreme . 


CC. 

Il  fera  commode  d’avoir  fous  les  yeux  la  Table 
fuivante  dans  laquelle  on  verra  tout  d’un  coup  les  dif- 
férentielles affeflées  de  radicaux,  que  nous  avons  rédui- 
tes aux  rationelles  par  les  transformations  expliquées 
dans  ce  Chapitre. 
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TABLE  DE  REDUCTION 

DES  DIFFERENTIELLES  IRRATIONELLES 


^ X d x ( e —4 • f x f -4-  £ 7c . )x  ( a ■ 

Diffi/ren- 

tieilc.  x"— *-r#T— &c.  X étant  une 

fouflion  rationelle  de  x. 

x = z*,  8 étant  le  plus  petit  nombre  | 
Imcfuré  par  les  dénominateurs  p,  t, 
I,  / SuSflitu-  J&c.:  Z ion£lion  rationelle  de  z qu’on  I 

[trouve  en  fubftituant  z9  au  lieu  de  * 
dans  X. 


9 T 


I Z K 1 dz(c— hgz* 


$ X 


Ae,,ni,eV(/»— t-ize"-+-rz  ’H-Û’f.y'&c.  rationel- 
|le  lorfque  A,  pt,  my  w,  &c.  font  des 
■ nombres  entiers  ou  zéro. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.1-"  IRRAT.1"" 


XJ  x ( e -4-/V”— HfJ  ( b —F  k x ) f — t-Cÿ'f.  )’ 

DifTeren- 

mile.  &c., 

.X  étant  une  fon&ion  rationelle  de  x. 


j h 

ou  x = — ^ - ; S étant 
(le  plus  petit  nombre  mesuré  par  p,  r, 
I Scc.;  Z fonflion  rationelle  de  z trouvée 


2. 


SuhHt  ra- 
tion . 


J , 

en  fubftituant  — — au  lieu  de  x dans  X. 


B r 

Redui,e  <| ôv.  )x  ( « -i-  b (^)Vcz?-+#'r.)''& c. 
'rationelle,  lorfque  A,  m,  w,  »,  &c.  font 
des  nombres  entiers,  ou  zéro. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.1" tS  IRRAT.“S 


Xdx{  e-¥f™  **+■  g -+  &V*  ) 

W 

X -+&C.Y  ; x! 


r Différen- 
tielle 


r* 

fonjlion  rationelle  de  .v. 


h *-  b Y 


— / SubflitU- 

0"  < tion 


:z%  ou  * = — 0 étant  le' 

*•/>*  ’ it  — ^ 

Jplus  petit  nombre  mefuré  par  p,r,  ÔV.j 
\Z  fonction  rationellc  de  s trouvée  en  '{ 

/.y*  — * 

J±z±L-Z* 

(*-pz»Ÿ 

6 9 


ffubftituant-f- 7 au  licu  de  * dans  x- 

i—pz* 


fl 1 


. Réduite  / 


H*  *h^.)^(£=3) 


ca 


Ô*r.  rationellc  lorfque  A , 

>w,  »,  Ôï.  font  des  nombres  entiers 
kou  zéro. 
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. LES  LES 

TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT.  IRRAT. 


— 1 


DiffVrtn-  j x ~ 
tic  IL.  } 

( 

*" 

ISubflitu-  r n 
tien . x 


d x ( e -yf  xn  — >r  g x'"  — \-bx 


î» 


&C.y  .(a— i-bx*  ■ 


.Cs2n-+&c.y  &c. 


ReJiTÎte . 


L«T  V z (e— F_/V  — Fg  z"  ' — F Æ z3 


|ÔV.)*.  (a  ->rb  zr-l-^zÎT-t-Ô*^•.),,  &c. 


irationelle  lorfque  r eft  un  nombre  en- 
* rior  ; ir , A , ju , &c.  des  nombres  entiers 
.ou  zéro. 

‘la  mefme  que  la  precedente  en  fuppo- 
jiant  fucceflivement  t = i,t  = 2,  t — 

(}, &c- 

“ts*  .•=«*,  ev. 

fl  zx  'rf  z (e— \-fz— \-g  z‘  — Ff&V.  )X  (/?— F 
I ** 

■/>  z -4-  c z1  -f  Ôï.  )“  Ô*r.  ; ^ zT— Vz  (<■— f 

1/ zJ— F£Z4  — F&ï.  )*(/*— F^z1  -+c  z4  — f 
, Réduites. ^ ^ . a z'— Vz(r-f/*!  -f  5 z6  -F 

lÔ'r.)*  (/7-f^zî-fCz<S— fÔï.)'1  &V.  ra- 
ftionelles,  lorfque  z-,  A,  font  des 

. nombres  entiers  ou  zéro. 


; 
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TABLE  DE  REDUCTION  DE  DIFFÉRENT.11*  IRRAT.  L“ 


Différen-  C#  * d*(  « -+/*’  -4-  g &C.)K . la 

^même  qu’au  N."  4.  en  fàifant  n=.o. 


non. 


Réduite 


1*'-' J x(e gztT -i-CTc.)*  ; 
Irationelle  lorfque  r eft  un  nombre  en- 
|tier,  & tt,  A des  nombres  entiers,  ou 
zéro. 


^Dlflcren- 
ticlles  . 


dx(e -\-f V Y 

la  même  qu’au  n.°  4.  en 

ir  *t 

Ilfaifant  £ = 0 , b — 0.x7  d x(e  -h 
fxn)K  {a-^bx")'1  la  même  en  faifant 
<c  ~o . 

7 •^.SubüitU-  J"x’'=*T. 

1 fînn  . V. 

•I  a’"1  dx(e  -+/*T(  a-+l>z-i.cx" 

Uô*.)";  (*-+ 


■ Réduites.  J 


)b  x Y rationelles , lorfque  r eft  un 
nombre  entier,  & A,  ^ des  nombres 
■ entiers  ou  zéro. 
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Diffcren-  ç » * — j „ — 

tielle.  ax[c— +fx  ) . 


SubfHru- 
tion . 


'fl*  , r n 9 n Zv—  e 

. V-*V*  =2  , OU  * 


Réduite 


\ 1 dz(z,v — r)*  r,  ratio- 

I »/ 

|nelle  lorfque  t eft  un  nombre  entier 
ou  zéro,  & A,  ► des  nombres  entiers. 


I Subftitu- 
tion . 


ta~Çe-+-f  xz=:z\  ou  x~^—î , 


«.Réduite  .5 


J'JTTT**"*'’  1dz(z’ — e)9;  rationelle 

| lorfque  q eft  un  nombre  entier  ou 
zéro,  8c  A,  v des  nombres  entiers. 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  V. 


TABLE  DE  REDUCTION  DE  DIFFÉRENT.^  IRRAT.  L“ 


Différer»- 
ticlle  . 


-*■  Itx  ) Ÿ c -+fMn 


__  Subflitu-  (■  r n 2 n z — 

I2*  . non.  {*-»-/»  =*  , OU  * = — 


Réduite 


C — - " ' — — — : rationelle  lorfque 


eft  un  nombre  entier  ou  zéro. 


Différait.  r * n — I.  ( 

I tiell*.  t*  J 1 

bûitu.  $ üû!  = *’  , ou  *'=  ~Ù=£ . 
ion . ^ a b x*  f—  b z 


lSubûitu- 


Réduite. 


!/'«(  fnf-t)T\ 

K (f+bz’r'*1  ) 

] rationelle,  lorfque  -n  eft  un  nombre  ‘ 
rentier  ou  zéro,  & A,  v des  nombres  ' 


entiers. 
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'DitIVren.  r r 1 

ticlle.  ix'n-ldxfÆ±L. 

• b x" 


suhaitu-  \-+fx*  __  t 

I4-<  tion- 


u.  7r  -t-r*n  x - *ï*— » 

. i — = z , ou  * — . 

fa+bS  ’ /— iï* 


I _ » R1-  0’“'  - i O **-0T\ 

r ^ — </—■)’-' — )■ 

Réduite 

Jrationelle,  lorfque  ■*  eft  un  nombre 
Rentier,  ou  zéro. 

^Wle'!*"  "C*  ~ 1 </.’«•[(  c-k-fx"  ) (,î— e/i  *")}’. 


jSubftitu-  r n ez1—* 


tu-  r- 

15*  ( *ion-  l*  — b—[~s 

!(/,?— r*)K~  ' zXmt‘tJzitz*^-t)w~t 

: — rrrrc; ra' 


[Réduite.)  — 

Ntionelle  lorfque  -n  eft  un  nombre  en- 
crier, ou  zéro,  & A impair. 

terO”"’  dxY{e-±f*«){a-±b*»). 

16. 

\ non.  >-  b—fz% 
à çtCbc-r^rMzfe^—aY 

^Réduit;.  5 — /V*  v* -<•  » 


Réduit;.  3 n(b — / z1  ) 

C lorfque  -n  eft  un  nombre  entier 


rationel 
ou  zen 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFE  RENT.*""  IRRAT.1" 


DifFeren-  \ 
ticlle.  ' 


•r  »*  — i 
x d* 


x'){u-+ix") 


__  ySabOitu-  n 

1 7-\  {*  • 

fs  dz(e  z1  — a )T  1 . ,, 

* ration  elle,  ir  étant  un 

^Réduite . 1 »(,!>— î z-)*  ’ 

(nombre  entier  ou  zéro. 

A 

/Différer.-  r ** — 1 j / » r ia\> 

( tulle.  {*  «*(**  -+/*  ) • 

jSubrtitu-  r n n1-» 

i8.\  tion-  »-*  “ *-/■*»• 


t-*.\  a ir  A — i. 

2 ^ « a 2: 


~ ; rationelle,  lorfque 


I* 


.Réduit..  J” 

eft  un  nombre  entier  ou  zéro,  A 
.étant  un  nombre  impair. 

x 

tielle.  L*  dx{e~¥fx  -¥aax  ) . 

J Subftitu-  y n r - — t 

lion.  \*  / — z a z * 

'■*  r.  (z  Z - r y ~ ' ( fz  — a Z Z — a r ) * ■*  ' 

- — : ratio- 


.Réduite  .< 


nelle , lorlque  -n  eft  un  nombre  entier 
Lou  zéro,  A étant  un  nombre  impair. 
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Diflcren*  ç t n — j.  /i#  /»  n . a \ i 

tielle . \*  dx(bb-+fxn-+gx'u)  . 

ibrtitu-  r 

ion . v. 


jSubrtitu- fx  » _ if1'-—/' 
20./  *•  — = =: 


Réduite . 


ï 


ra- 


.tioncllc  lorfque  eft  un  nombre  en- 
tier ou  zéro;  A étant  impair. 


(/*"  —5  **"  — O7- 


21. 


I subditu-  ; -B = ^ 

tion . ^ 

r B z z •+  A 


(B  — àz(  B zz-*-  if ~* 


. Réduite .(  » ( - - -t- 1 ) 

|tionelle  lorfque  n eft  un  nombre  en- 
tier, ou  zéro;  A étant  impair 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  V. 


2<?5 


23- 


TAREE  DE  REDUCTION  DF.S  DIFFÉRENT.  LU  IRR AT.1" 

ÇPdx-,  P ne  contenant  que  des  ren- 
iflions rationelles  de  * , & les  radi- 

rDiflëren-  y'caux  Ÿ {a  ax  x -+■  /*—+•<?)* 
tielltf.  < ^ J ' ’ 

y ax  x— \-f x — t-f)1*,  &c.  du  même 
'trinôme;  A,  /i,  &c.  étant  des  nom- 
A-bres  impairs. 

(*=  .'  ~~<l  ; Z fonflion  rationelle  de 
| SubRitu-A  t—*az 

,lun'  <z,  qu’on  trouve  en  fubllituant  dans 


22., 


au  lieu  de  x. 


5 f — laz 

^ReJuite  .f2JLï-  ( A — « ~ O . rationelle. 

'Pdx-  P ne  contenant  que  des  fon- 

) fiions  rationelles  de  x,  Sc  les  radicaux 

£ 

(/*— g*1-*-*)1»  (/*—<?*’-+-  O1 

& c.  du  même  trinôme  /x — gx*— ht; 
À,  /u,  &c.  étant  des  nombres  impairs. 

, x = y Z fonflion  rationelle 

|Subftitu-  1 i * - 

tion.  (de  z trouvée  en  fubllituant  dans  P, 
lb"~‘  au  lieu  de  x. 

g—zz 


l Réduite 


î». ; rationelle. 
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IPdx;  P ne  contenant  que  des  fon- 
dions rationelles  de  x,  & les  radicaux 

(/*— s*1— g*2—cÿ, 

tidle . \ 

l&c.  du  même  trinôme  fx — gx1 — e; 
f \ , & fj.  étant  des  nombres  im- 

\ pairs. 


Subftitu- 
lion  . 1 


^ f ■*  f/77 — 4 e f . ^ f — 4 A e j 

~ *g  ’ * S 


x=  ; Z fondion  rationelle 

de  z,  qu’on  trouve  en  fubftituant 


Bzz-t-A 


au  lieu  de  x dans  P. 


1 _ . . <i  2 Zsdz(B-A) 

i Red  ai  te  .< s - : 

V < (s* -*■«)*  * 


- — -j  rationelle. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT. lLS  IRRAT. 


~Pdx.P  ne  contenant  que  des  fondions  rationelles 

[ Diffère n-  J * H 

uelle.  <je  & les  dcux  raJIcaux  (a-*-bx)x  (£-*-£*)  1 \ 

\ \ Sc  /u.  étant  des  nombres  impairs. 
'a-*-bx=x1 , ou  x—  " " j-~ — \-kx  = b — 


*5< 


■ =:?-+-£ z z,  en  faiiànt  b — *-  = e,  & 


ire 


Subnitu- Z fonftion  de  z qu’on  trouve  en  fubfti- 
Icuant  dans  P,~:--~au  lieu  de  #,  zN  au  lieu  de 

X fi  ft 

'(a-ï-bxy , & (c— Fgzz)1  au  lieu  de  (Æ— f£x)*. 
2 Z~T~  > irrationelle  qui  ne  contient  plus  que 


/ *" 

/ Réduite. 


►le  radical  . , 

z — lorfque  g eft  pofitive , & z = , 


Ijlorfque  e eft  pofitive;  T fonftion  rationelle  de 
y , qu’on  trouve  en  fubftituant  dans  Z au  lieu 
, lorfque  g eft  pofitive  , & 


non . 


\de  z, 


y 


LL_L_  j lorfque  c eft  pofitive . 

^ y y 

Trdr{"Ç?  2 j lorfque  g eft  pofitive , & 

Réduite,  y er*Js(g  -*.>*).  lorfque  e eft  pofitive  l’une 
, { Ht-jsV  1 r 

\ l’autre  rationelle. 


Elemens  du  Calcul  inte'gral 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  V. 


TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT.  lE5  IRRAT.L“ 


Pdx 

P étant  une  fonflion  rationelle 


^Differen-  J — 

lieile.  \de  * & 

% A,  & u des  nombres  impairs. 

(En  multipliant  le  numérateur  Pdx, 
Sc  le  dénominateur  j^par  X — i-  X'  (a  — h 


\Subftitu-  I.  s 7 _ 7 , . , — P A t 

tion . y'*)  — fX  (b-¥k*Yy  onaura— — = 


'Réduite. 


IPXdx-+P  X'dx(a-*.bx)~—PX"dx(b-+ix'>' 
l XX-*-xXX\a^b  *) 1 -+XX  X*+bx)x-XX\b-+kxf 

COn  réduira  cette  fra&ion  en  rationel- 
£le  par  le  N.°  i6. 
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Remarque-  Puifque  nous  avons  démontré  dans 
le  Chapitre  precedent , que  toute  fraftion  rationelle 
différentielle  peut  toujours  fe  réduire  a la  quadrature 
d’une  des  feftions  coniques,  il  eft  clair  que  toutes  les 
différentielles  affeftées  de  radicaux,  qu’on  peut  réduire 
par  transformation  a des  fra fiions  rationélles,  comme 
nous  avons  fait  dans  ce  Chapitre,  font  intégrables  par  la 
quadrature  de  quelque  feflion  conique.  On  pourrait  par 
les  principes  établis  dans  les  deux  derniers  Chapitres  con- 
ftruire  des  tables  generales  d’un  ufage  très  commode, 
pour  trouver  algébriquement,  ou  par  les  tables  ordi- 
naires des  logarithmes,  & celles  des  finus  & tangentes 
les  intégrales  des  différentielles  rationclles,  8c  des  irra- 
tioncllcs  reduflibles.  On  n’auroit  pour  cela  qu’a  etendre 
les  deux  Tables  que  Newton  a donné  dans  fon  traité 
de  la  quadrature  des  courbes,  8c  ramener  fes  formules 
irrationelles  aux  rationelles  par  noflre  table  precedente 
de  réduction,  & réduire  enfin  toutes  les  intégrales  qui 
fuppofènt  les  quadratures  de  l’ hyperbole , 8c  de  1’  cllipfe 
aux  logarithmes,  8c  aux  arcs  de  cercle  pris  dans  les 
Tables  ordinaires.  Nous  donnerons  icy  quelques  exem- 
ples de  ces  reduflions  en  parcourant  les  deux  Tables 
de  Newton. 
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La  première  Table  ne  contient  que  quatre  formu- 
les generales  de  différentielles,  dont  les  intégrales  font  al- 
gébriques. Les  deux  premières  font  Vx,&  x*~~  V*X 
(<r-4-/V)  — * , qui  ne  font  aucune  difficulté  ; les  deux  autres 

i i 

font*'"’— V*(e-*-/Y,)\  & *”~V* (*-+•/*"  ) * , 

en  fuppofant  que  -n  efl  un  nombre  entier  pofitif.  Ces 
deux  demieres  formules  font  deux  Cas  particuliers  de 
la  formule  8.e  de  la  Table  precedente  de  réduction 

A 

; car  on  a ces  deux  cas  en  fup- 
pofant v=2,  & A=r±i.  Or  en  faifant  e-+f»n~z.’i 

ou  noftre  formule  devient  — 5U  "VsX 

• »/ 

(*’ — e)T~  *;  différentielle  rationelle,  lorfque  -n  eff  un 
nombre  entier  quelconque,  ou  zéro,  A,  & » étant  des 
nombres  entiers  pofitifs , ou  négatifs.  L’intégrale  de 
cette  différentielle  eft  évidemment  algébrique,  lorfque 
étant  un  nombre  entier  pofitif,  A— *-» — i eft  auffi 
un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro.  Par  exemple.  Si 
on  fuppofe  7r=3,r  = 2,A=i,  on  aura  le  3.®  Cas 

de  la  troifietne  formule  de  Newton,  qui  eft  *?"— V*X 
1 

(c— *-/*”)’,  dont  la  réduite  en  fuppofant  e-*-f xn  = x.x 
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</*(** — ey—-—(z6dz — 2ez*dz-*-eez1dz)J 
dont  l’intégrale  algébrique  eft  = 

a ( 1 S ~-4 — t-  ; < f f \ î;1/  8f«  — 1 1 /V  — >-1^^  xi"\ 

‘°S  J „/A  *°i  ) 

en  remettant  e—^fx"  au  lieu  de  **  ; ce  qui  eft  la 
même  intégrale  que  celle  des  Tables  de  Newton. 

On  pourrait  augmenter  cette  première  Table  en  y 

inférant  les  cas,  ou  dans  les  différentielles x'”’~ 1 dx  X 

('-♦ -/*”)%  - eft  un  nombre  entier  pofitif  fucceflive- 
ment  = 1 , = 2 , =3  &e,  ou  zéro,  & K — t-v — 1 un 
nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  comme  il  arrive. 
i.°  Lorfque  X==  1 ,&  » fucceflivement  = 2 ,=  3,= 4,0V. 

2.0  Lorfque  ^ = 2 , & > fucceflivement  = 2 ,=  3 ,=4 , ÔV. 

3.0  Lorfque  A= — i,&>  fucceflivement =2,=  3, =4 ,&c. 

4.0  Lorfque — 2,  &.>  fucceflivement =3, = 5,= 7, Ôï. 

5.°  &c. 

on  peut  rendre  cette  Table  plus  etendue  a l’infini,  en 
introduifant  les  cas  ou  les  formules  de  noftre  Table  de 
reduftion  peuvent  s’intégrer  algébriquement;  comme 
font  la  4.*  formule,  lorfque,  r étant  un  nombre  entier 
pofitif,  tt,  X,  fj.  font  aufli  des  nombres  entiers  pofitifs, 
ou  zéro  ; les  5.*,  6* , 8c  7.*  formules  dans  les  mêmes 
fuppofitions ; la  p.e,  lorfque,  » étant  un  nombre  entier 
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pofitif,  q &A-+>  — 1 fout  aufii  des  nombres  entiers 
pofitifs  ou  zéro;  la  10.%  lorfque  tr  8c  » font  des  nom- 
bres entiers  pofitifs,  8c  /u,  8cA— — r auffi  des  nom- 
bres entiers  pofitifs  ou  zéro . 

La  fécondé  Table  de  Newton  renferme  onze  for- 
mules generales  rationelles  ou  réductibles  par  nofire 
Table,  dont  les  intégrales  dépendent  des  quadratures 
de  l’hyperbole  8c  de  l’ellipfe , & peuvent  par  confequent 
fe  trouver  par  les  Tables  ordinaires  des  logarithmes , 
ou  par  celles  des  finus  8c  tangentes.  Nous  en  donne- 
rons quelques  exemples. 

Exemples.  Tirés  de  la  i.cre,  3.%  8c  4-e  for- 
mules generales  de  la  fécondé  Table  de  Newton. 

La  i.ere  eft  xTn  — ldx[e— 1 , te  étant  un 

1 

nombre  impair  pofitif.  La  3/  eft  x*a~l d x( t'-p/x")1, 
■v  étant  un  nombre  entier  négatif  ou  zéro.  La  4.'  eft 

xv”~ ldx(e  — (-/**)  *,  tr  étant  encore  un  nombre  en- 

tier négatif,  ou  zéro.  Ces  trois  formules  ne  font  que 
des  cas  particuliers  de  la  formule  S.e  de  nôtre  Table 

m"~  'dx(e— , dont  la  réduite,  en  fuppofànt  e 

-4-/V=z,’'  eft  ■—  z •* Jz(z’ — e)’-1,  rationel- 

le,  lorfque  tr  eft  un  nombre  entier  quelconque,  ou 
2ero,  A,  »,  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

Donc 
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Donc  la  première  formule  *T"  V*(ch-/.v’1)  1 , en 

faifant  dans  noftre  formule  8.c  A = — i,  8c  * ~ i aura 
pour  réduire  — z 1 dz(z— *e)T  1 &,  fi  on  fuppofe 

■w  = i,  cette  réduire  fera  -rz  1 </ z dont  l’inté"rale  eft 

* n J u 


"f^/.z;  /.  exprime  le  logarithme  hyperbolique  ou  tiré 

de  la  logarithmique  dont  la  fouflangentc  cft  l’unité;  &: 
• N 

cette  intégrale  fera-^y  . /.  z,  en  prenant  /.  s dans  les 

Tables  ordinaires,  8c  en  fuppofiun  que,  la  foufiangente 
de  la  logarithmique  de  ces  Tables  étant  M,  on  ait  N~ 
■jy,  comme  nous  l’avons  démontré  ailleurs  (Art.  xxxii.). 

Si  on  fuppofe  n — 2 , la  réduite  fera  ■—  z~ 1 d z X 


(z — e)=z-~  (dz — dont  l’intégrale  cft — y-  — 


»r 


. I.  z hyperbolique  = l.  z pris  dans 

les  Tables  ordinaires.  Si  on  fuppofe  la  réduite 

fera  — a 1dz(z — e)1  = (zdz  — z cd z 

•f1  »f  z ' ’ 


dont  l’intégrale  eft~y-  ( — icz-+ecN.l.z'). 

2 


Pour  la  troifieme  formule  de  Newton  xT"  ldx(e-¥ 
1 

/ a")1,  en  faifant  dans  noftre  formule  8e  A=i,  >=2, 


jo 6 Elemens  du  Calcul  intégral 

& e -+-/<”=: z%  elle  aura  pour  réduite  *(%*•— 

e)r~\  & fi  on  fuppofe  i r = o,  cette  réduite  fera  . X 
— * (dx—>r  V Or  l’intégrale  de  t/a  eft  z, 

-1—,  » K Zl—e  I 

& celle  de  - — • fe  trouve  par  les  logarithmes,  lorfque 

s* — » 

e eft  pofitif  = — h a .1  ; Car  alors  ^ ==  ~ := 

. — J tî  Z Im  a il  Z 

î±i-l — - - , dont  l’intégrale  eft 

i .!.(«— )~ï  .L.(«H-«)=;*i^  = V~X 

ZCS:)>  en  prenant  ce  dernier  logarithme  dans  les 
Tables  ordinaires,  mais  lorfque  e eft  négatif  = — an, 
la  différentielle  fera Or  l’intégrale  de 

Z * — e Z -\-a* 

cette  différentielle  eft  — A ; A étant  un  arc  de  cercle 
au  rayon  a dont  la  tangente  eft  z (Art.  lii.). 

Pour  trouver  cet  arc  A par  les  Tables  ordinaires 
des  finus  & tangentes,  dans  lefquelles  on  fuppofe  que 
le  rayon  du  cercle  eft  l’unité,  on  dira  (Art.  XLiv. ) 
le  rayon  a eft  au  rayon  i,  comme  la  tangente  z de 

l’arc  A eft  a la  tangente  ~ prife  dans  les  Tables  d’un 

arc  B femblable  a l’arc  A , ou  d’un  égal  nombre  de 
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degrés.  On  aura  donc  le  nombre  de  degrés  de  l’arc  B; 
on  déterminera  la  longueur,  laquelle  foit  = b , & on 
dira  1 eft  a £,  comme  a eft  a l’arc  A=.ab\  Par  con- 

fequent  l’intégrale  de  — fera  — 

1 0 zz—baa 

Ainfi  dans  le  premier  cas  de  e pofitif  = a a , l’in- 
tégrale de  la  difTérentielle  - . zdz  fera  — — h - X 

0 n ZZ— e n n 

N l.  & dans  le  fécond  cas  de  e négatif  = 

— aay  cette  intégrale  fera  ~ On  opérera  de 

la  même  maniéré  dans  tous  les  cas,  ou  on  voudra  ré- 
duire les  logarithmes  & les  arcs  de  cercle  aux  Tables 
ordinaires.  On  pourra  conflruire  en  cette  maniéré  des 
Tables  beaucoup  plus  utiles  & plus  commodes  qu’aucu- 
ne conftruétion  par  les  courbes. 

Exemple  tiré  de  la  fécondé  formule  de  la  fécondé 

Table  de  Newton,  m*  dx(e-*-fx)~l  , -n  étant 
un  nombre  entier  impair  & pofitif:  cette  formule  eft 
un  Cas  de  la  formule  7*  de  noftre  Table  de  Reduflion 

•n  n 

dx(e— \-fx*)>'.{o-+bx’ — t-cx*’)'1  , en  faifant 
fx~o ; — ij  t = 2 ; x” — z*  , là  réduite  fera 

i T — “ 1 

dz(e~^-fzt)  ; fi  on  fuppofe  fuccelfivement 
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7t  = 1 , tt  = 3 , -77-  = 5 , Cÿ’r. , les  réduites  corrcfpondan- 


tcs  feront  -• 


Hz 


-A* 


Z <iz  2.  zx(iz  o 1 

, -•  —TT , Scc. , dont  on 


f -+/’**  ” *-i-/V 


trouvera  les  intégrales,  comme  dans  le  dernier  exemple; 


Lhz 


car  on  aura 


e — i î* 


31  H Z t J 

— =7dz- 

r—hf  Z1  ! 


7idz 


7;&c. 


s 1 / 

Exemple  tiré  de  la  formule  6 f delà  fécondé  Table  de 

▼ n ^ 

Newton,  x*  dx(e-+fx',-+gx*'’~~ 1)  — f,  étant 
un  nombre  impair  pofitif.  Cette  formule  eft  encore 
un  Cas  particulier  de  nôtre  formule  7 j en  faifant 

A = o,  fjL  — — i,  t = 2,  xn  — z*  ; fa  réduite  fera 


*_»—  1 


-z  J </ z (r— t-y'z1  — 1-£  z4)  ' = 

— «’-'A 


<1  Z 


r-r«‘-*4 


L-L.L.K 


t-+fz*-+g  s4 
7 , lorfque  -b-  = x , & = 


■”•7 — 7-7 — r>  l°dque  '"  — Zt  &c.  différentielles 

o — ■+  • • Z H*  Z 

i s 

qu’on  intègre  après  avoir  trouvé  les  fadeurs  réels  du 
dénominateur,  comme  nous  avons  expliqué  dans  le 
Chapitre  precedent,  & dont  les  intégrales  ne  dépendent 
que  des  logarithmes,  & des  arcs  de  cercle. 

Enfin  on  peut  etendre  autant  qu’on  voudra  la  fé- 
condé Table  de  Newton , eu  y inférant  toutes  les  dif- 
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fércnticllcs  rationclles,  Sc  toutes  les  irrationelles  reduéii- 
blés  dont  les  intégrales  dépendent  des  logarithmes  & des 
arcs  de  cercle. 

En  general  on  connoitra  par  nos  Tables  fi  les  dif- 
férentielles irrationelles  qui  y font  comprifes  font  rédu- 
flibles  par  cette  méthode  a des  différentielles  rationel- 
les,  & par  confcquent  intégrables  par  les  quadratures 
des  feélions  coniques.  Par  exemple,  foit  a examiner  la 

formule  différentielle  - * : on  la  ramene  a la 

V a-+i  e x4 

formule  20*  de  noftre  Table  x”1  Idx(bb—*-fxn-+ . 

g*2”)  1 , en  failant  A= — 1,  » = 2,  2 — 1 — r}  ou 
= t-i.  D’ou  l’on  voit  que  zir  étant  neceflàire* 
ment  un  nombre  pair,  fi  -n  eft  un  entier,  il  faut  que 
» foit  impair;  donc  dans  le  cas  de  » impair,  cette  dif- 
férentielle ne  peut  dépendre  que  des  quadratures  des 
ferions  coniques.  Mais  fi  > eft  un  nombre  pair,  & par 
confequent  »•  — »- 1 impair,  alors  -n  ne-peut  être  un  en- 
tier, & la  différentielle  eft  irreduftible  par  nos  Tables, 
& par  aucune  autre  méthode  connüe. 
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CHAPITRE  VH 

Des  méthodes  de  Newton  dans  le  traité  de  la 
quadrature  des  courbes  pour  trouver  Ç intégrale 
de  la  différentielle  ( Pdx ),  P étant 
une  fonElion  quelconque  de  x. 

Nous  diviferons  ce  Chapitre  en  trois  articles. 
Dans  le  premier  nous  expliquerons  la  Théorie  generale 
de  Newton.  Nous  traiterons  dans  le  fécond  des  prépara- 
tions necelfaires  pour  l’application  de  cette  Théorie  aux 
différentielles  propofées.  Enfin  nous  ferons  cette  applica- 
tion dans  le  troiiieme  Article. 


ARTICLE  PREMIER. 

De  la  Théorie  generale  de  Newton  pour  trouver 
l’intégrale  S.Pdx. 

CCII. 

On  peut  confiderer  la  différentielle  Pdx  abfolu- 
ment,  & en  chercher  l’intégrale  fans  la  rapporter  aux 
quadratures  des  courbes.  On  peut  aufïi  la  regarder  com- 
me l’element,  ou  la  différentielle  de  l’aire  d’une  cour- 
be, dont  l’abfcifTe  eft  x,  & l’ordonée  perpendiculaire  y 
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— P;  & alors  l’intégrale  S.  Pd x,  ou  S.ydx  fera  éga- 
lé a l’aire  de  cette  courbe.  Cette  derniere  maniéré,  qui 
eft  celle  de  Newton  a plufieurs  avantages;  première- 
ment pour  trouver  l’intégrale  S.ydx  par  les  quadratu- 
res des  courbes  les  plus  fimples;  Secondement  pour  la 
rapporter  aux  courbes  dont  les  quadratures  font  déjà 
connues  d’ailleurs;  Troifiemement  pour  expliquer  plu- 
fieurs cas  d’intégrations,  qui  (ans  cela  pourraient  être 
embaraflans.  On  connoitra  ces  avantages  par  toute  la 
fuite  de  ce  Chapitre. 

CCIII. 

Problème  I.  Trouver  autant  d’intégrales  qu’on 
voudra  de  la  différentielle  Pdx , ou  trouver  autant  de 
courbes  quarrables  qu’on  voudra. 

Première  Solution.  Prenez  autant  de  fondions 
de  x qu’il  vous  plaira,  avec  des  coefficiens  & des  ex- 
polàns  indéterminés . Suppofé  qu’une  de  ces  fondions 
foit  X.  Prenez  fa  différentielle,  laquelle  foit  X'dx%  X' 
étant  encore  une  fonflion  de  *;  en  faifant  X' dx~P dx, 
vous  aurez  P — X'  & S.  P d x — X.  C.QF.T. 

Seconde  Solution.  Si  on  confidere  ou 

ydx  comme  l’element  de  l’aire  d’une  courbe,  dont 
l’abfufle  eft  x,  8c  l’ordonnée  perpendiculaire/;  ayant 
pris  un%  fonftion  quelconque  X de  l’abfcifle  * 8c  fa  dif- 
férentielle X'rfx,  on  fera  X'  d x—y  d x,  8c  divifant  par 
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dxy  on  aura  X'=/,  équation  a la  courbe  dont  l’aire 

fera  S.  y d x = X.  C.  jy.  F.  T. 

Exemple  I.  Supposé  qu’on  ait  pris  la  fonction 
X=ax”  ; en  différenciant  on  aura  X'  dx—tiax”  ld  x- 
X=n  <1  xn  1 ; S.nax ’ 1 d x =:  X = a x"  , 5c/  = 

naxn  — t fera  l’ équation  a la  courbe  dont  l’aire  eft  a x"  . 

Exemple  II.  Supposé  qu’on  ait  pris  pour  X la 
fonfîion  (txn  — \-bA,  A étant  un  arc  de  cercle  au  rayon 
r,  5c  dont  la  tangente  foit  x;  en  différenciant  on  aura 

XVx=/d  * = »«*’'  ldx-+-  y=:naxn  1 —¥ 

— A—  ScyCrr— bxx  ) =zn<ix>,~*' 1 -+■/>  arrx"  1 — t-i rr, 

équation  a la  courbe  dont  l’aire  eft  ax”  -\-bA. 

Exemple  III.  Soit  X — ax‘-\rbl.x^  l.x  étant  le 
logarithme  hyperbolique  de  x.  En  différenciant  on  au- 
ra X'  d x-=iy  d x ~n  a x”  ldx—¥  J X’  = / = 

ti  an” ~~t  — +•  - , 5c  /x  = »tf  x”-+b,  équation  a la  cour- 
be dont  l’aire  S1./  d * = <»  x”  —bbl.x  . 

Ce  premier  Problème,  quoique  très  fimple,  four- 
nit un  principe  d’invention  dont  Newton  5c  plufieurs 
autres  Auteurs  célébrés  après  luy  ont  fait  un  très  grand 
ufage  dans  le  calcul  intégral.  On  s’en  fert  pour  la  con- 
ftruetion  des  Tables  des  différentielles,  5c  de  leurs  inté- 
grales ; 
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grales;  une  différentielle  quelconque  étant  proposée,  on 
peut  chercher  Ton  intégrale,  en  prenant  a difcretion 
une  intégrale  avec  des  coefficiens  & des  expofants  in- 
déterminés, & comparant  la  différentielle  avec  la  pro- 
pofée.  Tout  confifte  a bien  choifir  fon  intégrale  Sc  a 
la  préparer  comme  il  convient,  pour  pouvoir  comparer 
fa  différentielle  avec  la  propofée,  comme  nous  l’expli- 
querons dans  ce  chapitre. 

CCIV. 


THEOREME  I.  Suppofé  que  R — e-¥fxn-+gxln 
-+•  b » ' ” — *-  &c. , & que  l’intégrale  ou  l’aire  S. y dx~ 
x°  R * , on  aura  l’ordonnée. 


Démonstration.  Puifque  xS  RK  = S.ydx,  en 

différentiant  de  part  & d’autre,  on  aura  6 x9~  lRxdx 

-+■  A x Rx~~ld  R —y  d x ; en  écrivant  R.  R*  — 1 pour 

R K dans  le  premier  terme  de  cette  équation,  8c  — 1 

pour  x9  dans  le  fécond  terme,  ces  expreffions  étant  ma- 
nifeflement  équivalentes,  on  aura  (6  Rd  x—h  A x d R)  X 

x~  ,RK~t  =y  d x . Or  par  la  fuppofition  dR  = 

nf  x*  *</*—+-  2 n gx1"  1 d x -+■  3 nhx'"  1 d x—*-(?c.; 

Rr 
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Donc  fi  on  fubftitue  les  valeurs  de  R & de  dR  dans 


l’equation  (PRdx-*-\xdR)x9  'lî*  & 

qu’on  divifc  par  dx , on  aura  l’ordonnée. 


/=(■<  zi.yr-'  «'“■ 


C.  Q F.  D. 


CCV. 


THEOREME  II.  Suppofé  que  R = e-\-fx”  " 

—\r  b x‘  h&c. , que  S’=-k— t-l  x"— +■ mxz l-?/*' M— néT’r., 

5:  que  l’intégrale  ou  l’aire  S.ydx  = x9R>'S!1,  on  aura 
l’ordonnée . 


Démonstration.  Puifque  x"  RK  Su=S.j'dx,  en 
différentiant  de  part,  & d’autre,  on  aura  ydx  — Odx. 

.K—tR's't-*‘\dR.»  RX~'sfÂ-*-ndS.xl  RXS/Â~1  = 
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(6  RSdx-*-\xSdR-+uxRdS')x~1  . 

Or  fi  au  lieu  de  R , S",  dRy  dS  on  fubftitue  leurs  va- 
leurs dans  la  partie  de  l’equation  renfermée  dans  la  pa- 
renthefe , & qu’on  divife  toute  l’cquation  par  dxy  on 
trouvera  la  valeur  de  l'ordonnée  y telle  quelle  e!l 
enonçée  cy-defliis. 

On  peut  continuer  ce  theoreme  a l’infini,  en  fup- 
pofant  R j S comme  cy-deflus,  T=p-+qx’-+-rxin-+- 
Sx’ t-ÔV.]  S. y d x—x"  Rx  S T,  & aiufi  de  fuite. 

CCVI. 

Lemme.  Si  l’on  a plufieurs  différentielles  Pdx — t- 
Qdx— h-Rdx— *-Ô'r.  = (JP-+-j^-+-R)dx,  & qu’on  fafle 
P— t-Û’r.  = Z,  l’intégrale  S.  Zdx  fera  égalé 
a la  fomme  des  intégrales  S.  Pd x-+S.  ,Q_dx-*-S.  Rd x 
—b&c.y  ceft  une  des  premières  réglés  du  calcul  intégral, 
d’ou  l’on  conclut  que,  fi  l’on  a plufieurs  courbes,  qui 
ayent  toujours  la  même  abfcifle  x,  & des  ordonnées 
perpendiculaires  y,  y •>  y",  y" ■>  & qu’on  décrive 

une  autre  courbe,  dont  l’ordonnée  T foit  aufli  toujours 
perpendiculaire  a la  même  abfcifle  x , & égalé  a la 
fomme  des  autres  ordonnées  y -i-y -+y"  —ïy" —*•  ^r., 
l’aire  de  cette  courbe  S.  Pdx  fera  égalé  a la  fomme 
des  aires  des  autres  courbes  S.ydx-irS.y'dx—ïS.y'dx 
-+S.ymdx<?c. 
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CCVII. 


Theoreme  III.  Suppole  que  l’abfcifle  d’une  cour- 
be foit  > i;  que  R = c — t-ç#*  ” — *•&  *?  *-  &Y. , 

& que  l’ordonnée  perpendiculaire  / = 1 R^~'  (</-+- 

bxn— t-ex4',-+-Ô’c.),  en  faifant  - = r , 
»■— t-\  — r,  j— = / —+-  A u , « — ♦-  \ = * ÔY.  on 

aura  l’aire  de  la  courbe  S./dx  = x R h 


— >f*  „ “ * — — tgA 

— J — (*  — *-î)/C  — — «4.4 

" n 

i'-+s)t 

f — (f-h  i)fD  — (»-(•*  )gC — («-+•  î ) 4 B — zkA 
Cr-t-4)» 

Les  lettres  A,  B,C,D  defignant  les  coefficients  donnés 
de  chaque  terme  dans  cette  fuite  avec  leurs  fignes 

I 

— a 

— t -8c — , c’eft  a dire  que  A—^-p  qui  eft  le  premier 


-A  — sf  A 

terme  de  la  fuite  ou  x ne  fe  trouve  pas;  B = -?— — 


coefficient  du  fécond  terme,  ou  eft  x " 

— c -(/—(-  1 )fB  — tj>A 

C=- , — ■ — r ; — coefficient  du  2 e terme,  ou 

(r  -4-  i)e  3 • 5 

l’on  a 8c  ainfi  des  autres. 
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Démonstration  . Si  ou  fuppofe  que  l’aire  d’une 
courbe  dont  l’abfcifle  efi  x,  8c  l’ordonnée  perpendiculaire 

V Ço\t  x*  R\  ou  que  x°  Rx  = S.  V.dx  ; en  multipliant 
de  part  8c  d’autre  par  une  confiante  quelconque  A , on 


aura  Ax  Rd  — A.  S.  V d x^=.S.AVd x , 8c  par  le  Theo- 
reme  I.  (Art.  cciv.)  on  aunx  V ( (e  # 


-+» 

— f-  z kn 


5-1 R 


*• t 


y 


Sc  en 


A If 

faifant  -p*  = y ordonnée  d’une  courbe  dont  l’aire  foit 


Ax  RK  y on  aura  /'  = AV  = ^Aê  e ^ A f x" 

Maintenant  fi  dans  l’aire  Axe  R? , 8c  dans  la  valeur  de 
y on  écrit  Ô — t-  n au  lieu  de  la  confiante  B au 
lieu  de  A,  8c  l’ordonnée  /"  au  lieu  de  y'  on  aura  pour 

l’aire  de  la  courbe  B x ~hn  R*  — S.  B y" d x , 8c  l’ordon- 
ne /= 

-t-  &r.yjx6~h”~l  Rk~'  = ( Bex  ^ *^"}s/x 5" 

^ B g x’  " — t-  &c.  ^ xJ  ~~ 1 Rk  ~~ 1 . On  prouve  de  la 
même  maniéré  que,  l’aire  de  la  courbe  étant  Cxe~i'lnRK , 
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& fou  ordonnée/-,  on  aura  / =^-+2K.Cc*” 

Ic/V"  _h,‘+nTc^*4’’  -4-ÔV.")*®-"1^- * ; 

-H,  J J -+î*»  J ° 

& de  même  fi  faire  cfl  D x "+ 1 "R  , & l’ordonnée  / ",  on 

aura/"=Cfi-*3 n.Dcx^  }Df**n  !**  } 

Dgx'i’'-+£’c.''j*~~lR.K~t  ; & ainfi  de  fuite.  La  fem- 
me de  toutes  ces  ordonnées  y— \ry—\rÿ— *-/“—+•  ÔV. 
fera  donc  = 


A-+S 
~*-k 


\Afxa~¥*  l-A^x™  ~+S  \Ab  xin  -+  &e: 

» J — f- 2 x » J — +*  3 * **  J 

■ ...  *-«*)  — {-$  — *-«  *?  JH  , I 

.5 rx*  >Bfx™  >b£*  H- 

-4-^»  J •“+  2 ^ w J l 


XS-'R*-' 


— 4-î  -+j  «.Cf  x1”  "+ÛïJ 

*— +*  ^ W -J 

-+  S J » . Dex,n  -4-  ÛV . 


& la  fomme  des  aires  correfpondames  a ces  ordonnées 

fera  Ax6  R'^Bx9^”R' R 

-+&c.  =(A-*-Bxn -*-Cx'n -+Dxin -+&c.)x  Rx . 

Or  fi  on  égalé  la  fomme  des  ordonnées  / — +-/  — *-/  —h 
(5/V.  a l'ordonnée /,  ou  *s  1 -R*  1 (o-t-iZ-H'*  — 

du'*— H&’r.),  la  fomme  des  aires  (A-*- B x” -*-C  x1’’-*- 
D x'*-¥&c.)x  R*  fera  égalé  a faire  de  la  courbe, 
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dont  l'ordonnée  cft  y (Art.  ccvi.).  Si  on  égalé  donc 
tous  les  termes  </,  bx" , ex2”,  &C.  de  l'ordonnée  y aux 
termes  correfpondans  de  la  fomme  des  ordonnées  y\ 
y " y (2'c.y  on  aura 
a = 6 e A 

b — ( 6 — 4-  A ;;  ) f A — 1-  ( 6 — l-  n ) c B 
c = (6  -hz  \ n)  £.■£-+•(!’  — hi  £—+-(-  —t*  2 »)  e C 

Ù‘c.—  &c. 
d’oîi  l’on  déduit 


A=h~‘ 77’  en  faifant  *=r* 

en  feif  de 

( 5 — t-n  ) » (r-«-  i)<  ’ 

plus  r— t*A=r. 

f — — ( 9 ->■»  _ 

c t,  t)  ■*  » » ; f 

I c — (,-*■!)  fB  — tgA 

Ji — -< , en  ianant  r—t-A  = r,  & ainfi  de 

(r  -+•  1 )?  ' ' 

fuite  a l’infini.  En  fubflituant  ces  valeurs  de  A,B,C,D, 


&c.  dans  l’aire  xsr\  A- 1-  5 C x*  D " -+  6"r.  ) 

on  aura  la  fuite  propofée  dans  le  thèoreme  égalé  a 
l’aire  de  la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft  y.  C.QF.D. 

Si  on  vouloit  réduire  l’exprefiion  de  l’aire  en  une 
fuite  reguliere,  il  ne  faudroit  pour  cela,  que  fubfiitucr 
a la  place  des  coefficiens  S,C,D,  &c.  leurs  valeurs 
déduites  des  équations  precedentes,  on  auroit. 
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I b — sfA 


if  — j-t-  i . f B — tr  A 

4-  — 

r -*■  i.e 


— it  — s-t-t.fC — i-hi.gB — ubA 
JC*-  -+-  &c. 


r -fî.r 


’ R'  X — *’ 

''  T » 


'-L 

-+-  ~j=—  x 


sf.  ~a 


r -*■  i .c  r.r-t-  i . c 


y I / - I I 

j-  — i •/  . — b / -*♦*  I . J/  • — a tg.  — a 


X1  A-+- 


r -+  z.  e r-M,r-M.r 

■ &c. 


r.r-h  i .r-+-  2.r* 


8c  en  continuant  ainfi,  on  aura  une  exprefïion  plus 
commode  de  l’aire  de  la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft 
jc“"‘  Rx~l 

CCVIII. 

Corollaire  I.  Suppofé  que  l’abfcifle  d’une  courbe 
foit  x,  que  R — c—b-fx’-b-gxln—b-hxin—b-(yc.  , & que 

l’ordon- 
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l’ordonnée  perpendiculaire  foit  / = RK~~l;  on  aura 


S.ydx^zx  R 


’f  * xn f (/-k  Q fB-HgA\M* 

(r-*-i)r  V ( r » ) f J 


•C 


( r 5 ) ' 


y- 


f Z — ziA\  4 » . \ 

V (r-4-4;,  )*  '-r<r* 

on  démontré  ce  Thcoreme  en  fâifànt  dans  la  ferie  du 
Theoreme  a=  1,  Z>=o,  c=o,  ^'=0  £rf.  & par  con- 
1 

fequent  A=.  — . B = ===— , C = 


^ (_  J -*■  » 

V.  (r 


CCIX. 

Corollaire  II.  Si  dans  le  Corollaire  precedent 
on  fuppofe  de  plus  que  R eft  un  trinôme  e-+fx” 
ou  *îue  b~o,  k~o , on  aura  S./dx=z 

J vy(  ” ’fA  f ('  -+■  l)f& -+‘g A \ i» 

V77  (r-  rr'-ÏTjr  )*  ~ 


\ a-  )x  [ 

. (r-t-4)*  J 

& C. 


ccx. 


Corollaire  III.  Si  on  fuppofe  de  plus  dans  le 
Corollaire  II.  que  g — o , ou  que  R eft  un  binôme 

Ss 
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/n  #■»  j 0 ( o ffA  ff 

x , on  aura  S./dx  = x R * 

) fB  2 n __  (/-*•*  )fC  ; » __  ( r-f  i)fD  4 if 
* ('-+})'  * (,r-r4)'  * 

C~0’  * cette  fuite  eft  toujours  finie,  lorfque  S'  eft 

un  nombre  entier  négatif;  car  fi  au  lieu  des  lettres 
A,B,C ,D,  ÔV.  on  écrit  leurs  valeurs,  les  termes  2? 
3 * 4 * , 8cc.  de  la  fuite  feront  multipliés  par  les  fa- 
fleurs  H.J-42  ÔV.  & par  confequent  fi 

s— — ii , s — — 2,  s— — 3,  &V.,  les  termes  s.  s-j- 1 , 
s.  î-+-i.  s— 1-2  £?V. , & tous  ceux  qui  les  fuivent  s’éva- 
nouiront . 

CCXI. 

THEOREME  IV.  Suppofé  que  l’abfci(Te  d’une  cour- 
be foit  x;  que  R — e—*-fx'—*rgxln—*-bx',',-+-(2‘c.'}  S 

3c  l’ordonnée  per- 
pendiculaire y=.x  1 RK  1 Su  1 ( a— h b x”  — h c x*  " 
— \-d'x'n  — t-Ô’r.),  & qu’ayant  multiplié  la  fuite  eyf, 
g, h y &c.  par  chaque  terme  de  la  fuite  &,/,w,»’,  Ô*r. 
on  ait  formé  les  reflangles. 


ek 

fk 

g * 

bk 

&c. 

el 

fi 

g1 

bl 

&c. 

cm 

fm 

gm 

h m 

&c. 

en 

fri 

g ri 

bn 

&c. 
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fuppofé  enfin  que  les  coefficiens  numériques  de  ces 
reélangles  foient  relpeélivement 

- — r r-+- \ =s  r— t- \-—v  &c. 

n 

r— H,u  = r I — +-  il  = t t —*r  U — 11  U -4-  U = 13)  OV. 

/— v-/x  = / t — t-  a = v xi’— t-  u = nu  nu— 4-  m = % &c. 

t — -h  u — v v — 1- u—  njü  hju  — |-^^=  z z —4.  tt  C7r. 

on  aura  l’aire  de  la  courbe  S.ydx  — 


x9  iCf  X 


— r V / A » 

I ■ x 

( r— t-  I 


-nc—(s-+i)fkB  — tgkA 
— iflA 


— » 


(r-t-2)V^ 

. — (s-*-i)fkC  — (r-*-i)gkB  — vhkA 

— (5-4-2)  elC — (t'-+i)flB  — vgl  A 
— — vfwA 


l)ek 


— v" en  A . „ 

- x 


Ôï. 


La  lettre  A defignant  le  coefficient  connu  du  pre- 

I 

— a 

mier  terme,  ou-^-j-  avec  fon  ligne  — ou  — , B defi- 
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gnant  le  coefficient  connù  du  fécond  terme,  C le  coeffi- 
cient connû  du  troifieme  terme,  & ainfi  de  fuite;  une 
ou  plufieurs  des  quantités  <*,  £,  c,  &c.t  e,/,g,  ÔV.,  ky 
/,  w,  Ô*r.  peuvent  manquer,  ou  être  égalés  a zéro 
comme  dans  les  theoremes  precedents. 

Démonstration  . Si  on  fuppofe  que  l’aire  d’une 
courbe  dont  l’abfcifl'e  eft  x,  & l’ordonnée  perpendicu- 
laire y foit  S.ydx  — Ax  HV,  on  aura  (Art.  ccv.  ) 
l’ordonnée 


} 


clAxn 


-4-9  "] 

-4- 

-4-9 

) 

— 4-  n 

V7A*» 

-4-f"i  , 

S 

-4-9  " 

VernAi'* 

-4-  i(*n. 

\ 

* \nAx’m 

î»0 


-}>n 

■ S 


&c.^ 


-+!W  * -4-  &C.J 


-f“» 


-4-9 

H-Jf*» 


S > 

K n \f»iAx* n — f Cito] 
2 ,un  3 

* 


*s-'rk~ 


Ax,n  -+  &e. 


maintenant  fi  dans  l’aire  Ax*  R*  S*  & dans  la  valeur 
de  /,  on  écrit  B au  lieu  de  A;  6-A-n  au  lieu  de  ê,  8c 
y au  lieu  de/',  on  aura  l’aire  de  la  courbe  S.By'dx 

= B x "*  nRX  Su  8c  l’ordonnée 


’jf'— 1 
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, S -h  n . t k B *" 


f=\ 


h X iv  J J 

. ■ 1 -f -n  ^ 

_+',l  /»  »«  f 

ulf  > e ! B x -i -\n  S 

-4-fi»  3 


i. 


' / J ' -f  V t.  »•» 

m»  3 1 

■ 5 -4-n  -i  , , 

GiwBx5 

■IP»  J *' 


& en  écrivant  C au  lieu  de  A , £ — 2 » au  lieu  de  6 , 
& /’  au  lieu  de  y dans  l’aire  A*6 * *  R*'  J'"  , & dans  la 
valeur  de  y , on  aura  l’aire  de  la  courbe  I.  Cy"d x = 
C x6  2 " RK  S11  l’ordonnée 


9 -t-  2 n • e iC x n *+5-f  1» 
•—4-  a n 


~jffkCxin-+&c^ 

> **-***->  J**-1 
f/C»3*  -4-<£>v.J 


& ainfi  de  fuite. 

La  fomme  de  toutes  ces  ordonnées  /,  y",  y*  t 8c c. 

fera  donc  ;= 


Digitized  by  Google 


j2 6 Elemens  du  Calcul  intégral 


»tkA-+»  ' 

—hK« 


“+/*  * J 

-+  S— m . t k B xm 


} 

5 i x1  " -+ 

-t- 1 * n J 

■+•  3 

j 

-+*»  i 

fl  A x**  — i-  &c.§ 

-H*  « 

I 

■+l  } 

•xm  A x1  * H-  C>c.\ 

/ 

■? 

fkBxim  -4- 

■+>»  J 

1 

-*■  • ■+  a -1 

t!  B x'* 

-4-M»  J 

eiCx1"  -+&c.  j 

4-1-+!» 

& la  fomme  des  aires  correfpondantes  fera  A x RK  S1* 

-+-  Bx5^”R'y*-+C/H*,"R’'  S*  ^^r.=5»'R*  $"(./*■+ 
B -+ÔV.). 

Or  fi  la  fomme  des  ordonnées  y\  y\  ÔV.  eft 

égale  a l’ordonnée  / — ( a—k-bx"  -+c*: * -+-</' *5  -+* 

ÉTc.)*1’-'1  R'1- 1 S'u—  1 , la  fomme  des  aires  fera  éga- 
lé a l’aire  S^ydx  de  la  courbe  dont  l’ordonné»  eft  y 

(Art.  ccvi.);  & fi  on  égalé  tous  les  termes  <*,  bx” , 

ex1”,  <ÎJV.  de  l’ordonnée  /,  aux  termes  correfpondans  de 

la  fomme  des  ordonnées  &c.  on  aura 
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<*=fi  ekA 

b ■=.{£  — h\n)fkA-*-((‘  — \-ij.n)clA-+(^— \m)ekB 
c=(£—t-z\n)gkA-*-(£—¥-hn-+u.n)flA—\-(£-±. 

2 (j.  n (trw  A— 1-(6— »-«  — \~^n)fk  B— h (fi  — wr  — pn)elB 
— 4-( fi  — +■  2 n)ekC 
(?c.  a l’infini. 

D’ou  l’on  tire 

I 

a — **  . e 

A—  -j— r=— — -,  en  faifant  -=r 

rei  5 » 

n b — ( 9 \ ^ /T  — ( • u n ) r I A 

(S-r,),< 

i A — >f  b A 

■=1 ZiL-l'l  en  failànt  de  plus  r— *->>  = x & >--+-//  = / 

('-'M  r 

-+-nn)f/A—(9-*-2un)  emA—(9-*-n-4->.n)  Pc  B—  (t-t-n-t-un)  tlB 
( 0 2 n)ck 

OU  C=.-c — (j-+  l)fiB  — tgbA 
" — ( H — t'ftA 

? en  faifant  de  plus  s — t- 

\ = r,s— t-,u  =/,  x'-+-fA  = r",Ô’f.  a l’infini.  En  fubfli- 
tuant  ces  valeurs  de  A,B,C ,D,&c.  dans  l’aire  x^lCs* 

X (A—hBx'—^c  x2  " — t-  6°c.)  on  aura  la  fuite  propofée  dans 
le  theoremc,  égalé  a l’aire  S./dx  de  la  courbe,  dont 
l’abfcifie  eft  x,  & l’ordonnée  perpendiculaire/.  C.J^.  F.  D. 
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On  peut  tirer  un  grand  nombre  de  Corollaires  de 
ce  theoreme  en  faifaut  differentes  fuppofitions  fur  les 
termes  i&r.;  iTr.  & fur  les 

expolans  ».  On  voit  auffi  qu’on  peut  continuer 

autant  qu’on  voudra  les  fuites  de  ce  theoreme,  & des 
preccdens;  la  minière  dont  les  derniers  termes  fe  de- 
duifent  des  premiers  eft  manifefte. 

CCXII. 

Theoreme  V.  Suppofé  que  R = e -+-/V -t-g*1” 
que  l’ordonnée  perpendiculaire  d’une 

courbe  dont  l’abfciffe  eff  x foit  x6  — rnRx~r,  8c  que  les 
quantités  données  ê,  »,  A,  ?,/,  g , (2“c.  demeurant 
toujours  les  mêmes  dans  cette  ordonnée,  on  fubflitue 
fuccdfivement  des  nombres  entiers  quelconques  au 
lieu  de  <r  & de  r;  Si  on  connoit  faire  de  l'une 
des  courbes  qui  naiffent  de  ces  fubftitutions , on  con- 
noitra  auffi  les  aires  de  toutes  les  autres  courbes,  lorf- 
que  R eft  un  binôme  , ou  = c -+fx  ; 8c  fi  on  con- 
noit les  aires  de  deux  des  courbes  qui  naiffent  de 
ces  fubftitutions  , on  connoitra  auffi  les  aires  de 
toutes  les  autres  courbes,  lorfque  R eft  un  trinôme 
= £■— hf  x*  —i-gx*” ; & fi  on  connoit  les  aires  de  trois 
de  ces  courbes,  on  connoitra  auffi  les  aires  de  toutes 

les 
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les  autres  courbes,  lorfque  R eft  un  quadrinome  =cr 
~bf x"  -bgxln  ~ & ainfi  de  fuite  a l’infini. 

Démonstration.  Cas  I.  Lorfque  l’expofant  9 
de  x eft  continuellement  augmenté,  ou  diminué  par 
l’addition  ou  par  la  fouftraflion  de  n fans  aucun  change- 
ment dans  l’expofant  de  R. 

I.°  R étant  un  Binôme  = c-b/x"-  foit x,— ’R*-1 
l’ordonnée  d’une  courbe,  & A l’aire  qui  lui  répond  = 

S.x  R dx.  l’aire  A étant  donnée,  on  aura  l’aire 

S.x  ~^n  1 R 1 d x de  la  courbe  dont  l’ordonnée  eft 

x* -+»  — 1 — i . car  pUifqUe  A~S.  x*- 1 R*"”  Vx,  en 

multipliant  de  coté  & d’autre  par  une  confiante  quel- 
conque py  on  aura  p A~S.pxS~l  R*—  Vx;  8c  par  ce 
que  (Art.  cciv.)x5  R*  eft  l’aire  d’une  courbe  dont  l’or- 
donnée eft  (Ée-i-t!— i-A n.fx")x*  1 R*  1 , on  aura 
x,R*  = S.dx  par  con- 

fequent  x*  Rk — pA=S.($e— 1-6— +-  À nfxn)x  R 'dx 

— S.px-'R-  'dx=S.  (6e  — p -b  6 -+  A n.f  x”  ) x" 

R K — l</x;  Donc  en  faifant  6c — p = o ou/>  =9e , on  aura 
x5Rx — 6 eA—S.(i  -b\n.f  xn)  x ‘R*  1</x  = 5.(f-|- 

\n)  f*  dxR*~~l  \ 8c  en  divifant  de  part  8c  d’au- 
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tre  par  la  quantité  confiante  ( 6 — ».  A » )f,  on  trouve 

*-A— — -~= S.  x 1 J k R , aire  d’une  courbe  dont 

l’ordonnée  eft  **  _t'  " 1 -R*-1;  ayant  defigné  cette  aire 

par  B , on  voit  que , comme  par  l’aire  donnée  A d’une 

çourbe  dont  1’  ordonnée  etoit  k~~'Rk~1  on  a trouvé 

l’aire  B de  la  courbe  dont  l’ordonnée  efl  **  ‘+n  — 1 Rx  1 , 
on  trouvera  de  même  par  l’aire  donnée  B la  troifieme 

aireC  d’une  autre  courbe  dont  l’ordonnée  fera  x~**n  1 

iC  ~ 1 , & ainfi  de  fuite  a l’infini . 

C’eft  la  même  maniéré  pour  aller  de  l’aire  A en  de- 
feendant , ou  pour  trouver  l’aire  d’une  autre  courbe , dont 

l’ordonnée  foit  x ‘ R*  1 , car  en  fubflituant  6 — 
n au  lieu  de  6 dans  le  Theoreme  I , on  trouve  que 

# ~~ Rk  eft  l’aire  d’une  courbe  dont  l’ordonnée  efl 


V- 

-n.c  — +-  S — ». 

-4-  A n.f  *1)x 

”~'rk~'=(6- 

" 1 —J» 

-//.£  x 

>H-5 

— n -V-  À ti.f) 

x°-lR'-'; 

8c  puifque  l’aire 

A— S. 

9 — 
X 

1 r!'  1 dx  y 

Q 

II 

# — i — i , 

x R ci  x , 

on  aura 

g 

* 

" R'~pAz 

= (6 — <n,ex 

" -H-  5 — n -+■  A »./")  x” 

Rx~ 

1 d x — S,  p , 

9 — X 73  \ — X J 

K K ai 

e = S.  ( b — ».  e : 

— n 

V -4- 

6 — 

u —h  A n.f — 

p)**~lR'- 

*</x;  donc  en 

faifant 
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t — ?/— n.f—  />=  o,  ou  6—  6 — «— t-Âw.y,  on  aura 
**  ” Rx  — (0 — « — H A »).f  A=z  5.(6 — «.ex  M)x!’  1 

Rx  — Vx;=  5.  ( 6 — «.  e)xS— n~~ 1 R>  — 1 </x;  par  con- 

fequent  — « Rx-‘ 

aire  d’une  courbe  dont  l’ordonnée  efl  x* -0  1 Rx— ’. 

On  peut  aufli  defccndre  de  l’aire  B a l’aire  ^ au 

moyen  de  l'equation  xs  Rx  — 6 e ^ = ( 6 — t-  A « )/5.  Car 

en  tranfpofant  on  aura  x*  R*  “ (6  — \-Xn)fB  = &c A , 

» i-  t „ „ *'RX — (h-u)/'J 

« en  divnant  par  6 e , on  trouve  A = yj • 

II?  R étant  un  trinôme  = c— »-/*”-+- çxÎM,  que  les 
ordonnées  des  deux  courbes  foient  x*  — 1 R*1--1,  8txe~t",— 1 
R*~~l  8c  leurs  aires  A ~ S. 1 R>—  '</*,  8c  B ~ 
5.  x*-4"*- 1 RK~“ldx  les  deux  aires  A,  8c  B étant  don- 
nées, on  aura  l’aire  C,  ou  5.  *p-+2B“I  üx  1 car 
puifque  (Art.  CCIV.)  x Rx  efl  l’aire  d’une  courbe  dont 
l’ordonnée  efl  (6f-+-5^+A«./x”— 1-6— *-2 A.«.(gxî*)xS 
Rx  “* 1 , fi  on  multiplie  l’aire  A,  8c  fa.  valeur  5.  xf  1 . 
Ry  ~~'dx  par  une  confiante  indéterminé*/»,  & aufli  l’aire 
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B 5c  fa  valeur  S.  x,~*">  1 Rx  Vx  par  une  autre  con- 


fiante indéterminée  q , on  aura  l'equation  x9  RK  — p^A 
— q B S.  (0c  — H S— t-  \n.fx"  — t-1-— 1-2  A»,  g*  ) x9  1 
R*  ~ ' d x — S.px‘  ' R*  1 dx  — S.q  x"  x6  1 R*  1 dx 

x’-t-fl-t-z  A "Zgx'^x*-1  Rk~\ 
dx ; & en  faifant  p=?c,  & q=.b— h\m./>  & diviftnt 


de  coté  & d’autre  par  6 -+  2 w.g , on  aura 


**  ~o r A — (S- 


■Xn)fB 


(8-n^»)i 


= S.x 


'_l  RK"“ 


aire 


d’une  courbe  dont  l'ordonnée  efl  x°  "+ 1 " ** 1 R*  * : nous  de* 
lignerons  cette  aire  par  C , 5c  de  même  que  par  le 
moyen  des  deux  aires  données  A 5c  S,  on  a trouvé 
l’aire  C,  on  pourra  par  le  moyen  des  aires  données  B 
5c  C trouver  une  quatrième  aire  D d’une  courbe  dont 

l’ordonnée  fera  x9-1’  * " “ 1 1 & ainft  de  fuite  a l’in- 

fini . 

C’eft  la  même  maniéré  pour  aller  des  aires  B8zA 
en  defcendant,  ou  pour  trouver  l’aire  d’une  autre  cour- 


be , dont  l’ordonnée  foit  x*  ■ R”  *,  car  en  opérant 
comme  pour  le  binôme,  on  trouvera  x5*-”  RK= 


S.  (0 — n.ex  H0  — «— w— 1-2  Aw.gx’OX 
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x 1 RK  lJx  ; & x*  * Rx — p A — q B — 


(• — ».  e x " — **fl  — n— h^n.j'— 4-5 — n—¥i  '.».%)  » 

—P  —q? 


’> 


s. 

xS  1 Rk  Jdx’f  donc  en  faifant  p = (( — n-+\n)fy 
& q = (S — »-h (-2  A»)^,  & divifant’  par  (f — »)c,  on 

trouvera 


»*  * R — ( 9 — n — t-  \ n )/.4  — ( 9 — a — t-  1 K n ) g B 


S',  ss®  * ' R1'  ' dx,  aire  d’une  Courbe  dont  l'ordon- 

née eft  x3-"-1  R*—1. 


On  peut  aufTi  fe  fervir  de  l'equation  n R — ' e A 

— ■ ( fl  — ^ ) fB~(  6— t-  2 A « )g.  S.x°~^ln  1 RK  ' d x 
— (S-+-2  À»)^C,  pour  defeendre  des  aires  C,  8c  B a 
l’aire  y/  car  en  tranfpofant  & en  divifant  par  6ey  on 

'trouve  *'-«'=±1^  *■)  f »-(»-+.  * ■„)*?_ 

a # 

III  ? On  voit  facilement  qu’au  moyen  de  la  même 
Méthode,  fi  on  connoit  trois  aires,  on  trouvera  les  au- 
tres,, lorfque  R fera  un  quadrinome  ; Si  on  connoit 
quatre  aires,  on  trouvera  les  autres  lorfque  R eft  un 
quinorne,  & ainfi  de  fuite.  C.QF.D. 

Cas  II.  Lorfque  l’expofant  A de  R eft  continuel- 
lement augmente  ou  dimiuué  par  l’addition,  ou  par  la 
fouftraélion  de  l’unité  fans  aucun  changement  dans  l’ex- 
pofant de  x. 
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i.°  R étant  un  binôme  —e—* -f*\  foit  x ' RK 
l’ordonnée  d’une  courbe , & l’aire  qui  lui  répond  , S. 

x*  ~~  1 R* d x = A.  L’aire  A étant  donnée,  on  trouve- 
ra l’aire  S.  x ~ 1 Rx  ~~ 1 d x d’une  autre  courbe  dont 
l’ordonnée  eft  x°  ~~ 1 R*  ~~  ' ; car  p étant  une  confiante 
indéterminée,  on  aura  pxc~'  R>'=pR.x>  1 RK  1 = 

(pc-+pfx”)x°-1  Rx~l  , & pA-S.(pc-+pfx*). 
x*  1 Rk  1 d xy  & a étant  une  autre  confiante  indé- 
terminée, on  aura  (Art.  CCiv.  ) a x R*  = S".  ( 6 e a -+- 
ù —h  Kn.  *f  x ) x ~~  1 Rk  ~~  1 d x ; par  confequent  ( Art. 
CCVI.)  ax  R -+pA=S\^pe  _^ff  J*  X 


■R*  *“ 1 d x ; donc  en  fuppofant  />  — 4-  - A 7; . « = o , ou 

p — « — (6— 4-Aw),7,  on  aura  ax  R — (5— h\n)aA~ 

S.  (fie/»  — hpe)*S  1 Ry  1 d x^z S.  ( — K»ae)x6  IX 

R'-'dx,  & en  divifant  de  part  & d’autre  par  la 

confiante  -• — \nac  , on  aura  (-f-+K,,^A~x  R — $ 

x‘  1 RK  1dx  — Bi  aire  d’une  courbe  dont  l’ordonnée 

efl  xs  — ‘R'”1,  Si,  au  lieu  de  fuppofer  p — — (£-+• 
A »)<*,  on  fait  Éea-t-pe  — o,  ou  p — — 6ay  on  aura 
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ax*  RX  —eaA—S.\7iafx-i"’-1RK-1  dx,  5c 
- R-  * — S.x<l~l'n~~'R:‘~l(!x  — C)  aire  d’une  cour- 

bs  dont  l’ordonnée  efl  x~'rn~ 1 R’' — 1 ; 5c  comme  par 
le  moyen  de  l’aire  donnée  A , on  vient  de  trouver 
deux  autres  aires  B,  8:  C,  on  pourra  trouver  par  le 
moyen  de  l’aire  B deux  autres  aires  D 5c  E,  qui  ré- 
pondront aux  ordonnées  *H,_  1 Rf'~  *, 

5c  aitifi  de  fuite  a l’infini. 

On  peut  au/fi  remonter  de  l’aire  B a l’aire  A par 
l’equation  x3  Rx — (S-+\n)A= — -KneB,  c’efl  a di- 
re, que  connoiiTant  l’aire  B,  ou  S.  x*  ~~  1 Rx~~ 1 dxy 
d’une  courbe  dont  l’ordonnce  eft  x~~ 1 RK~J  , on  peut 
trouver  l’aire  A , ou  5".  x3~ 1 R'dx  d’une  autre  courbe 
dont  l’ordonnée  eft  xS  1 R*  ; car,  puifqu’on  a l’equa- 

tion  x' Rx — (0— +■  n)  Az=z—  \n  e B , en  tranlpofant, 

0 \ D 

5c  en  divifânt  par  S —h\n,  on  trouve  A -- — • 

II  ° R étant  un  trinôme  = e -+■/’#’’  —t-gx2”,  5c 
les  deux  aires  A,  5c  B,  ou  S.  x 1 Rx  d x , 5c  S. 
x'~i‘n~l  Rx d x étant  données,  il  faut  trouver  deux  au- 
tres aires  C , 5c  D , ou  S.  x ~~ 1 iC  ~~  1 d x r 5c  S. 
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x°-h''~I  R>'~ 1 t/x,  8c  par  le  moyen  de  ces  deux  aires 
C,  & D,  en  trouver  deux  autres  E}  8c  F,  ou  S. 

x'-'R'-'dx,  8c  S.  x$-*-n-tRK-1dx,  8c  ainfi  de 
fuite. 

On  a par  fuppofition  p A—S.px*  ~~  * R*  d x — S. 

(p'-*pfx* -¥pgx")  X * “ 1 RK~l  dx,  8c  qBz=S.qx'-H‘-1  X 

R?  d x~S.  (qc-+-]fx*  -+-q gx1  n)x>~¥*~  1 RK~  1 </ x ; on  a 

de  plus  (Art.  CCIV.)  ax  l£=.S.(bae-+(!-+^n.af x* 

-+6-+2A /l.agxin)x>-1  RK"1  dx,  8cbx~*”Rs  = S. 

(fi— ¥n  .b  e x — i-b— w;— h An.  bf  x1  ” — t-  fi  — t-  » — h 2^  » . X 

bgx'a)xS~' 1 Rk~  ldx.  En  prenant  les  fommes  de  ces 

aires,  on  aura  l'equation  a x R -¥  b x1  ” R -*- p A -+• 
qB  = 


*-M— H n.b  e 

-+Pf 

-+î» 


\n.ag  " 

•+PS  | 

~+1f 


1 * 
X 


—H  9 — +■  n — H 2 ^ n • b g 

*+<U 


Maintenant  pour  déterminer  les  valeurs  des  conftan- 
tes  Pi  <h  at  & de  maniéré  que  les  termes  de  cette 

équation  des  aires  ou  fe  trouvent  »*",  & x}"  s’eva- 

ûouïffent 
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nouïffent,  8c  que  l'equation  ne  contienne  plus  que  les 

aires  A,  B,  S.  x>H'n~ 1 RK~  1 d x , 8c  des  quantités 
confiantes , on  égalera  feparément  a zéro  le  premier, 
le  troifieme,  8c  le  quatrième  termes;  on  aura  par  le 
premier  terme  b ae-+pe  — o,  ou  p — — par  le 
4-e  terme  q=. — 6 b — nb — i\tib , 8c  par  le  j.e  en 
châtiant  />,  8c  q , on  aura  b — 1-^-.  En  fabflituant 

ces  valeurs  de  />,  q , 8c  b dans  le  fécond  terme  de  l’e- 
quation  des  aires,  le  coefficient  de  ce  terme  fera 

, 8c  l’equation  deviendra  axRK-+- 
bx’~+n  RK-+pA-+qB=S.  _ x0-i  x 

R*  1 d x y ou  as  Rk  — èaA—  (6-+ 

..  . f [ Xn  a ff — B-hn — i r,\  — ij 

n— 1-2  AnJ — J-  — j • jx  R </x, 

ou,  en  effaçant  <r,  x*  RA-+-~  RK — $ A — ( 6 -+■ 

n-n\n) 

donc  en  divifant  de  coté  8c  d’autre  par  — *'-^4  & 

nommant  D le  premier  quotient  , on  aura  D — S. 

x*~*~ " ~ 1 R*  ~ 1 d x , aire  d’une  courbe,  dont  l’ordonnée 

efl  x? h-»— 1 1 . Qn  trouvera  (je  ja  méme  maniéré 

V v 
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l’aire  C,  ou  S.  x'  — 1 RX~ 1 d»  d’une  autre  courbe, 
dont  l’ordonnée  fera  1 Rx~ ‘,  en  égalant  feparé- 
ment  a zéro  chacun  des  quatre  termes  de  l’equation  des 
aires  excepté  le  premier,  & on  opérera  de  même  pour 
trouver,  par  le  moyen  des  aires  données  C,  & ü,  les 
aires  E 8c  F de  deux  autres  courbes,  dont  les  ordon- 
nées font  x9  ~ 1 Rk  ~ 1 , 8c  x#  -f’”  1 R*  * , & ainfi  de 

fuite  on  pourra  auffi  remonter  des  aires  E 8c  F aux 
aires  C,  & D,  & de  la  aux  aires  A , & B,  8c  ainfi 
de  fuite  en  fe  fervant  de  l’equation  de  la  fomme  des 
aires,  comme  nous  l’avons  fait  pour  le  binôme. 

Donc,  fi  on  augmente  ou  diminue  continuellement 
l’expofant  de  R par  l’addition,  ou  par  la  fouftraclion 
de  l’unité,  8c  qu’on  connoifle  deux  des  aires  les  plus 
fimples  trouvées  de  cette  maniéré,  on  pourra  ttouver 
toutes  les  autres  a l’infini,  lorfque  R eft  un  trinôme, 
comme  on  les  trouve  pour  une  feule  aire  donnée,  lorf- 
que R eft  un  Binôme. 

III  f On  voit  facilement  qu’au  moyen  de  la  même 
méthode,  fi  on  connoit  trois  aires,  on  trouvera  les  au- 
tres, lorfque  R eft  un  quadrinome;  fi  on  connoit  qua- 
tre aires,  on  trouvera  les  autres,  lorfque  R eft  un 
quinome,  8c  ainfi  de  fuite. 

Cas  III.  Lorfque  l’expofant  de  x eft  continuel- 
lement augmenté  ou  diminué  par  l’addition,  ou  par  la 
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fouftraflion  de  »,  & que  l’expofant  A de  R eft  auiïi 
continuellement  augmenté  ou  diminué  par  l’addition, 
ou  par  la  fouftraétion  de  l’unité:  Il  eft  évident  qu’on 
pourra  trouver  les  aires  par  les  deux  cas  precedents 
joints  enfemble.  C.Q.F.D. 

CCXIII. 


Corollaire  I.  Nous  avons  trouvé  dans  le  pre- 
mier cas  du  Theoreme  l’equation  x RK — QcA — (S-t- 
= »-2A»)5C,  lorfquc  R eft  un  trinôme  ~e 

— \-fxn— *-g#2a,  & que  A,B,C  defignent  les  aires 

A.  x R ax,S.x  R dx^S.x  X 

R * dx.  Cette  équation  en  tranfpofant  & divifant  par 
w devient  ~ cA-+  ^ ~ gC  — 

~ x R ; en  remettant  les  valeurs  de  A,  B,  C,  elle  de- 


vient - x6  ,r'=:  -i  eS.x*  1 RK  XI. 

Rx_Vx-^-^-+2A^)g.S.xî-fI"-,  Rx~'X 

dx-y  en  écrivant  par  tout  au  lieu  de  ?,  on  aura 

i,'ï'”R'=[Uf  y.  S.  xt-vn~1  RX  'd x—\- 

— f-  À^t<r  ^f.S.X*—  1 RX  lJx — — — t-  2 A 


4 
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-4- g-  g.  S.**— 1 Rk  'dx;  & enfin  en  fuppo» 

fant  ~ =r,r-+-\=r,r-4-\=/,r— \-'=u, u-+\=/\8cc. , on 

aura  - x}-rn  R'  — (r=±<r)  e.  S.x*-T”-'  Rx~'  dx-+ 

&-'dx-+(t= fc«r)s  X 

S.  x' R'*1  dx. 

CCXIV. 

Corollaire  II.  On  voit  par  la  progrcffion 
des  termes  de  cette  derniere  équation  que , fi  on  lup- 

pofe  R égal  a un  Polynôme  quelconque  r— «-/V— •.jx”* 

(7c.  on  aura  l’equation  generale  - xiTt’n  R* 

= (r=t<r  )e.  S.  xe~ 1 R ' d x— +-(rr±f)  f X 

J-1-*”-'”  RK~'dx-*-(t=±r)g.S.  X 

c)k.S.x6  1 _f’4 * —Tn  R*  'dx— (■Ô'f.  dans  laquelle  on 
fuppofera  les  coetficicnts  g,Æ,Æ,&c.  égaux  a zéro, 
lorfque  R fera  un  binôme,  ou  e— \rfx*  ; on  fuppofera 
les  coefficients  b , k,  &c.  égaux  a zéro  lorfque  R fera 
un  trinôme,  ou  e — \-fxn— t-£xÏBj  on  fuppofera  le  coef- 
ficient k,  Sc  ceux  qui  le  fuivent,  agaux  a zéro,  lorf- 
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que  R fera  un  quadrinome,  ou  e-*-fxn— ¥gx**-+  h **  ”, 
8c  ainfi  des  autres  polynômes.  On  comprend  par  cette 
équation  generale  la  vérité  du  premier  cas  dans  toute 
Ton  etendue;  car  il  eft  évident  que,  R étant  un  binô- 
me, l’equation  ne  contiendra  d’un  coté,  que  deux  inté- 
grales ou  deux  aires,  8c  que,  l’une  étant  donnée,  on 
trouvera  l’autre;  R étant  un  trinôme  l’equation  ne  con- 
tiendra d’un  coté  que  trois  intégrales  ou  trois  aires, 
dont  deux  étant  données  on  trouvera  la  troifieme;  R 
étant  un  quadrinome  l’equation  ne  contiendra  d’un  coté 
que  quatre  intégrales,  trois  defquelles  étant  données, 
on  trouvera  la  quatrième,  & ainfi  de  fuite. 

ccxv. 

Corollaire  III.  Dans  le  fécond  Cas  du  theo- 
reme  nous  avons  trouvé  l’equation  x!  RK  — t-  -y-  x “+  " X 

Rk  — 9A—  = S. 

k '+',—  1 Rk~  i dx.  Lorfque  R eft  un  trinôme,  ou 
e-+fx”  — +-5 a**,  8c  que  A— S.**  8c  B = 

S.  x>~^"~ 1 RK  d x . Cette  équation  en  fuppofant 

— p y & en  tranfpofant  devient  x'RK-+ 
y.*'-*’ Rk  =6A-+(6-+n-*-i\n)  ÿ S. 
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xS~*a~ 1 R'~  ‘ dx’}  en  divifant  par  »,  & remettant  les 

valeurs  de  A,  & de  S,  elle  devient  ^ »'  RK-h-j^  X 

H-hUlC=ZS-S.X9-1 

S.x'-*'’-'  R'  Jx-+\PS.x9-+"-1  R'-1  dx  , & en  e- 
crivant  par  tout  A r±  t au  lieu  de  A y on  aura  ~n  x X 

=tn  rk-t  ==-s.x*-iRK=tr  jx-t-rt.*! 

H-2A±2r)^î.*,-f”-,Jî'-T(/x-f(Air)?  X 

5-.  *5 ■+i ’■ - 1 R'  ~ 1 * Td x = r S.  x*  ~ 1 R K ~ r ci  x -h  ( r -+  i 

rira  r)  s.  x’  ~+n  ~ 1 rk  - 1 d x -h  (Art  r)  p.s.*°  ^"‘x 

RK~l  d x , en  fuppofant  “==r,  r—h\  = sy  s-h 

A = r,  comme  cy-d;flus;  cette  équation  eft  generale 
pour  le  trinôme,  & elle  fcrt  aufli  pour  un  binôme,  en 
faifant  g — o. 

CCXVI. 

Corollaire  IV.  Si  dans  le  fécond  Cas  du  theo- 
reme  on  fait  évanouir  tous  les  termes  excepté  le  pre- 
mier dans  la  quantité 
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on  trouvera  p—  y‘f  ; g=z  — -»»»»>'/>  . & 
r J-t'g  » » > 

^ i & en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equa* 


tion  de  la  Comme  des  aires  a J RK  -b  b x>~i"’  RK  ~bp  A 

-bq  B— S.  (8  a e -bp  e)  x*  ‘ Rx~  ldx,oa  aura  ** 

. */>  •-+•«  r»x ( e . , « \v„ 

~+W=A TJ”  R — — ( -+J 


. Rv,,  apr<s  avoIr 

mis  5.  »°  ~ ' R'  dxiü  lieu  de  A , Sc  S.  RKd» 

au  lieu  de  B.  en  multipliant  toute  cette  équation  par 
ff — 2f5>  ^ en  tlivifant  par  «j,  elle  devient  par 

reduflion  -~?rP  ** 


Â/e)S.x*  * 4X^ 

S1.*  R dx— H i -t-2  xB  _h"—  Vx; enfin 

fi  on  fubftitue  par  tout  dans  cette  équation  A^tr  a la 


Digitized  by  Google 


344  Elemens  du  Calcul  intégral 

place  de  A,  oa  aura  pour  le  trinôme  R l’autre  equa-  • 

tion  generale  * RX*r-+  Rx*r=z 

Q(A=±T-)  (4 gec-ffe))s.J-'  R'-'Jx-+^(ff~ 

2e5)-*-(^=tT)  (ff — 45  e)  ^S.  x"~l  R*  -rdx- 4- 

t-  1-4-2  ^ 2 1 RX“Vx,  qu’on  ap- 

pliquera au  binôme,  en  failant£  = o. 

CCXVII. 

Corollaire  V.  On  peut  déduire  ailément  des 
principes  precedents  une  méthode  analogue  a celle  de 
Newton . Soit  donnée  l’intégrale  A de  la  différentielle 

e-+  f>A  . xn~x  dx,  & qu’il  faille  trouver  l’intégrale 

B de  la  différentielle  ( e— +-/'**  )’”.  xXn~^'>  ldx , dans  la 
quelle  l’expofant  de  x hors  de  la  parenthefe  foit  augmen- 
té de  n expofant  de  * dans  la  parenthefe:  il  faut  mul- 
tiplier <?  — h/* "par  x" m,  & en  même  tems  diviferx>’,H",,— 1 
par  la  même  quantité;  on  aura  ( ex’— \-fx"~+'T  )m  . 

cm—  1 Jx—,  ' Soit  fupp0f^  n —\r  <r  expofant 
de  la  plus  haute  puiffance  de  #,  dans  la  parenthefe,  égal 
a l’expofant  de  la  plus  haute  puiffance  de  x hors  de  la 
parenthefe,  augmenté  de  l’unité,  c’eft  a dire  »-+-<r  = 
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ï n—hn—  <r  m , d’ou  l’on  tire  a = — maintenant  (1 

m — f-  1 

Ion  confideroit  comme  confiant  le  premier  terme  ren- 
fermé dans  la  parenthefe , la  ditFérentielle  precedente 

\e  x j x ) • * fl  x , ou  ( e x — 4- 

x ) . * «x , a cajfe  de  <r  w — 4-<r  = A »,  auroit 


f r t T * 1 

pour  intégrale  — _ r,.  ( Art.  xl.  ):  mais  en 

OT-*-  |.  //  4-  f 

fuppofant  les  deux  termes  variables,  tels  qu'ils  font 
actuellement , on  auroit  la  différentielle  (en’-t-/*"'4')’”  . 
* fl  x— 4- u-  [ex— 4-  /x  )x  </x.  Donc 

m 9 p **-*‘9  W ■+  I 

) -f  / » . c » I 1 

- - — S.[ex  —4-/  x ; ,x  fl  x 

m -+  1 . » ■+  - . / «-+»./" 

= B , & , en  fubftituant  pour  <r  fa  valeur  , on  aura 


(«-4-/V) 


»».  w *+  ! « 


1 . n f 


I •/ 


S.  (e-+fxn)m.  x 


* W t 


= B;  mais  l’intégrale  A de  x"  )m . k n ldx  efl 

donneé  par  fuppofition;  donc 


m a i . /»  f 


z== i—  = B. 

m -+  K l • f 

Si  la  quantité  renfermée  dans  la  parenthefe  ctoit 
un  polynôme  tel  que  e-4~fxm—\-gx‘ln-4-hx  -4-  &c.  , 

alors  la  différentielle  de  (e— \rfx— 4-gx'’  — \rhx‘  — t* 

Xx 


Digitized  by  Google 


j4 6 Elemens  du  Calcul  intégral 

8cc.)m~h,.xK*  feroit  w— 4-1  (»/.*"  — 1 dx— b 2 ngxl”~~  'dx 
—*•  $n  b x ' ' d x —*■  &c.  ) ( e -+■  f x"  -+■  g x*  * — H SV.  )m  x'  " 

-4.  ( e — \-f"  — 4-gx*  ” — 4-Ô'r.)’”  ' . \nx'‘  V*— m-H. 

n f xKn  *n~  1 dx-\-m~\-i.ingx"^  ln'~l  d x — j-ÔY.  -4- 

( ax^Anjx  dx-+Angx  dx 

-4-  ) (e— 4-/V  — i-gx*”— t-'Ô'f. )”;  il  eft  évident  par  la 

loi  de  cette  progreflion  que,  fi  les  intégrales  de  xt'"~'  dx 
(e-+fx”-+gx'’‘-+&c.jm,x’'n^’,-ldx(c-*-fxn-+ 

8cc.  font  reprefentées  par  yf,  S,  C,  D,  <Ü?Y.  l’intégrale 

de  toute  la  fuite  precedente,  qui  eft  ( e-+f x1  -+gxxn 

— 4- b x*  ”-+•  ~+I  xK"  fera  reprefeutée  par  A » e A- 4- 

A_t-,«  — t-i.  nfli— f-  4-2w— 4-2.  »®C-+\— 1-3  w-+  3. 

nbD—hëc.  & par  confequent,  fi  on  a un  nombre  quel- 
conque d’intégrales  données  A , B , C,  on  trouvera  la  fui- 
vante  D,  &c.  foit  par  exemple,  g — o,  h—o , & foit 

donnée  la  valeur  de  A , on  auroit  (e  -bf xn  )m_+  V "= 

\ n e A -b  ^ -+m  -b  i.nfB  B — ^ j * - 

X — IM  -*  J.»/ 

=t — I.I.  ■ 7 comme  cv-deffus. 

H -*  m + 1 . / 
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Il  eft  aile  de  voir,  que  fi  l'intcgrale  de  la  diffé- 
rentielle (r— t-f xn)m  ,x*'*~ml  d x etoit  donnée,  on  pour- 
rait de  la  même  maniéré  connoitre  l'intcgrale  de 

(e  — irf xn)m  .x‘n~*r"~ 1 dx,  r étant  un  nombre  entier 
pofitif  quelconque:  il  ne  faudrait  pour  cela  que  fuppofer 

( e — I- /«")  1 1 — '■  M , A — H 1 — V;  A — J- 1 , ou  A — H 2 = 
A";  A'— t-i,  ou  A -+- 3 = A",  8c  faire  les  intégrales  de 

( e -+■/ x"  . x*  ” ~ 1 d x , (c-¥fx*)m.Sn-lJ*  , (r-+ 

(e-+fx,)m dX)  &c . refpe- 
élivement  égalés  a 5,  C,  D,  ÔV.  on  aurait  alors 
comme  cy-deffus 


en  fubflituant  la  valeur  de  B dans  la  fécondé  équation, 
on  aurait  la  valeur  de  C,  & en  fubflituant  la  valeur 
de  C dans  la  troifieme  équation,  on  aurait  la  valeur 
de  D,  8c  ainfi  de  fuite;  on  formerait  une  progreffion 
d’intégrales,  comme  nous  avons  déjà  expliqué. 
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CCXVIII. 

THEOREME  VI.  Suppofé  que  R = C — hf x’-V g x'1" 
— t-  b x ' i- &c. , & que  S-  = £ — +-  / .v”— (- >» x* &c.t  que 

l’ordonnée  perpendiculaire  d’une  courbe,  dont  l’abfciiTe 
cil  x,  foit  x'  — rnRx—1S'J~~\  8c  que  les  quantités 
données  ê,  «,  A,  /«,  <?,  /,  g,  b,  k,  /,  w,  ÔV.  demeu- 
rant toujours  les  mêmes  dans  cette  ordonnée,  on  fubni- 
tue  fucceffivcment  des  nombres  entiers  quelconques  au 
lieu  de  <r,  r,  8c  v;  cela  étant  fuppofé,  fi  l’on  connoit 

les  aires  de  deux  courbes  qui  naiflent  de  ces  fubuitu- 

tions,  on  pourra  trouver  les  aires  de  toutes  les  autre) 
courbes,  lorfque  R 8c  S font  des  binômes;  & li  on 

connoit  les  aires  de  trois  des  courbes  qui  naiflent  de 

ces  fubfti unions,  on  pourra  trouver  les  aires  de  toutes 
les  autres  courbes,  lorfque  R 8<  S pris  cnfemble  ont 
cinq  termes,  c’eit  a dire,  lorfque,  R étant  un  binôme, 
S eft  un  trinôme,  ou  au  contraire;  & ft  on  connoit 
les  aires  de  quatre  des  courbes  qui  naiflent  de  ces  fub- 
ftitutions.  On  pourra  toujours  trouver  les  aires  de  tou- 
tes les  autres  courbes,  lorlque  R 8c  S pris  enfemble 
contiennent  fix  termes,  c’eft  a dire,  lorfque  l’un  des 
deux  elt  un  binôme  & l’autre  un  quadrinome,  8c  lorf- 
que ce  font  deux  trinômes,  8c  ainfi  de  fuite  a l’infini. 
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On  démontré  cette  proportion  par  le  Theoremc 
II.  comme  on  a démontré  la  precedente  par  le  Theo- 
reine  I.  il  f'uftira  d'en  donner  quelques  exemples. 

Exemple  I.  Suppofé  que  R Si  S fuient  deux  bi- 
nômes c-+f»  , Si  k— que  les  deux  aires  don- 
nées fuient  A=.S.x-'  'd*  , Si  B — 

1 R 's‘  'dx  Si  qu’on  veuille  trouver  la 
troifteme  aire  C — S.  .s4  1 n~ R ' S**  Vx,  dans  la- 

quelle l'expofant  de  x dans  l’aire  B foit  augmenté  de  n. 
p Si  q étant  des  confiantes  indéterminées,  on  aura  p A 
=zS.pxl'-tR'-lSr-'j*iqB=S.qx,-'n-tRX-'!r-1 

dx—S.q*"x~~l  R~ ’i’"*  '</«,  S<  par  le  Theoreme  II. 

* R S — 


S. 


-+  s 

— f-  X H 


—hj*  n 


} 


ltxn 


’5“ 


~'<ix 


en  faifant  dans  la  formule  generale  du  Theoreme  II. 
g=zo  = m,  par  ce  que  R,  Si  S font  des  binômes; 

donc  la  fomme  des  aires  x*  R*  S — +-/>  A-+- qBi=z 
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j 'tek  -H» 
m — ♦*  p —H  * n , 

S • < —4*® 

J -K“  " 

C -+q 

en  faifant  évanouir  le  premier  & le  fécond  terme  cha- 
cun feparement,  on  aura  p = — fle&,  8c  q — — (fl— +- 
\n)fk  — & en  écrivant  ces  valeurs  au 

lieu  de  a,  & q dans  l'equation  des  fommes  des  aires, 

elle  deviendra  *’  R*'  S*  — fl  c,k  A — ( 6 — t-  A »)/£  B— ( 6 

fin)  leB  = S.(6— hAw-H-ju»)/’/**''.*  1 •R.’1  '■S'*  dx 

= S.  (6  —4-  À n — +-  a n ) f l x9~^  1 R*  lSu  1 dx  , & 

en  divifànt  de  coté  & d’autre  par  (fl— t -À»— 
on  aura  la  valeur  de  l’aire  C. 

Exemple  II.  Suppofé  que  R 8c  S foient  encore 
deux  binômes,  que  les  deux  aires  données  foient  A=z 
S.xS  'R^S^dx,  8c  2}  = #*~+n  1R>'S,tdx,  8c  qu’on 
veuille  trouver  les  deux  autres  aires  C = S.  x*~~ 1 Rx~x 
S*  dx,  8c  D~S.xS~*n~1R>'  lS‘dx , en  retranchant 
l’unité  de  l’expofant  de  R dans  les  deux  aires  données 
A 8c  B ; p 8c  q étant  des  confiantes  indéterminées, 

on  aura  p A=S.px~l  R*  S“dx  = S.p  R*9-1  RK~~1'- 
S dx~S.(pe—*-pfxn)x?~lR*~lS  dx;q B=S.q x'X 


> 


— t-  * » > / / Xlmg 
-+t*n  1 


tex* 


xe-lRx-'Su-'Jx 
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35* 

R 1 S* dx=zS.(q ex" -+qfx'n)x* ~'RX S“"‘ 

d x , Ik  ( Arr.  CCV.  ) en  écrivant  n-+i  au  lieu  de  ju. 
dans  la  formule  generale  du  Theoreme  IL  on  trouve 

x5  R'<?^'  = 


S. 


~¥i 
— t-X  n 

-t-* 

-4 -H» 
-+  ■» 


0 A * . ^ A 

donc  la  fomme  des  aires  x R S -*rp  A-*-qB'- 


suJ* 


en  égalant  a zéro  le  fécond  & le  troifieme  termes  cha- 
cun fcparément,  on  trouvera  les  valeurs  de  p 8c  qy 
qu’on  fubftituera  dans  f équation  des  fommes  des  aires; 
en  fuite  on  divifera  de  coté  8c  d’autre  par  le  premier 
terme  flf k-+-pe,  après  y avoir  mis  la  valeur  de  p,  8c 
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on  aura  la  valeur  de  l’aire  C.  Pour  trouver  la  valeur 
de  l’aire  D on  égalera  a zéro  le  premier  Sc  le  troifie- 
me  term:s  chacun  feparém  :nt , Sc  on  déterminera  par 
la  le»  valeurs  de  p 8c  <7,  qu’on  fubllituera  dans  l’ équa- 
tion des  fournies  des  aires;  en  fuite  on  divifera  de  coté 
8c  d’autre  par  le  coefficient  du  fécond  terme,  apres  y 
avoir  mis  les  valeurs  trouvées  de  p Sc  de  y,  Sc  on  aura 
la  valeur  de  l’aire  ü. 


CCXIX. 

Theoreme  VII.  Les  aires  des  courbes  font  éga- 
lés, lorfque  leurs  ordonnées  font  en  raifon  réciproque 
des  différentielles  des  abfciifes. 

Dsmovstratiov  . Sovent  y Sc  u les  ordonnées 
refpeélives  de  deux  courbes,  perpendiculaires  a leurs 
abfcilfes  *,  ».  Si  y.  u~d a:  </#,  on  aura  ydx=ud «, 
c’eil-a-dire , les  différentielles  des  aires,  Sc  par  confçqucnt 
les  aires  mêmes  égalés  entr elles.  C.QF.O. 

ccxx. 

Corollaire  I.  On  peut  par  ce  theoreme  trou- 
ver une  infinité  de  courbes,  dont  les  aires  feront  éga- 
lés. Car  fuppofons  que  ydx  foit  une  différentielle  pro- 
pofée  de  faire  d’une  courbe,  dont  l’ordonnée  eft  /,  Sc 
l’abfcilfe  x,  & qu’on  veuille  trouver  une  autre  courbe 
d’aire  égalé,  dont  l’abfciffe  foit  »,  Sc  l’ordonnée  « ; on 

formera 
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•formera  a volonté  une  équation  entre  les  abfciffes  x,  & 
z,  laquelle  nous  reprefenterons  generalement  par  A'=Z, 
a,  & Z étant  des  fondions  quelconques  des  abfcilfes 
x,  x . On  prendra  enfuite  la  différentielle  de  part, 
8c  d’autre,  & fuppofant  qu’on  trouve  XVx  = Z</as, 
X',  8c Z'  étant  encore  des  fondions  de  x,  & de 
on  aura  dx:dx  — X:Z';  enfin  on  fera  cette  proportion 
X' : Z'—y  :u  = -,  8c  on  aura  l’ordonnée  ti  de  Lt 
nouvelle  courbe.  Or  puifqu’on  a quatre  variables  x, 
/,*,«,  & trois  équations  entre  ces  variables,  fçavoir 

1. °  l’cquation  a la  première  courbe  entre  yy  8c  x; 

2. °  l’equation  fuppoféc  X=Z;  3.0  l’cquation  « = ; 

on  pourra  toujours  trouver,  par  les  méthodes  ordinai- 
res de  l’Algebre,  une  équation  a la  nouvelle  courbe 
entre  l’ordonnée  «,  8c  fon  abfcilTe  z , 8c  la  différen- 
tielle udx  de  l’aire  de  cette  courbe  fera  égalé  a la 
propofée  ydx. 

Ce  Corollaire  renferme  la  méthode  generale 
de  Newton , par  laquelle  on  peut'  transformer  une  diffé- 
rentielle propofée  ydx  en  une  infinité  d’autres  égalés, 
parmi  lefquelles  on  pourra  choifir  celles  qu’on  voudra 
pour  l’intégration.  Il  faut  neantmoins  obfervcr,  qu’il 
n’cft  pas  toujours  neceffaire  d’employer  tant  de  calculs 
pour  cette  transformation,  & que  fouvent  il  fuffit  de 
fuppofer  * = a x , a 8c  s étant  des  confiantes  indeter- 

Yy 
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minces,  & de  fubftitucr  enfuite  dans  la  différentielle 
propolce  y d x , la  différentielle  saz’~l  dz  au  lieu  de 
dx,  & a z au  lieu  de  x dans  la  valeur  de  y trouvée 
en  x , par  l'equation  donnée  a la  première  courbe  , com- 
me on  verra  dans  les  Corollaires  fuivants  • La  métho- 
de que  nous  venons  d’expliquer  eft  très  elegante , & 
elle  fournit  dans  des  cas  difficiles  des  transformations  très 
utiles . 


ccxxr. 

Corollaire  II.  La  différentielle  x~  ldx(e-±fxn 
— »-£**  " r-+'3’c.  )K  de  l’aire  d’  une  courbe  dont  l’abfcifTe 
eft  »,  & l’ordonnée  x°~  x " -+£**”  — &c.)K y en 

9 9 9 — n 

fuppofânt  x"=zz’ , ou  x = z”  devient--;  z " d z (e 

~*~fz  -HJ 2 -+-  t\  )K  ; différentielle  égalé  de  l’aire 

d’une  courbe  , dont  l’abfciffe  eft  z , & l’ordonnée 

9 v — n * 

7 * (e^/z'-+-£*lv— t-ÔV.)*;  car  puifque  x=z", 

0 » — v 

on  aura  »S  '=a  ’ , & en  différentiant  dx=  -1  X 
» 

z”  dz,  & en  fubftituant  ces  valeurs  Je  a*  au  lieu  de 

*"  dans  la  différentielle  propofee , elle  fe  transforme 
comme  nous  avons  dit. 
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CCXXII. 

Corollaire  III.  On  trouve  de  la  même  manié- 
ré que  la  différentielle  x9~~l  dx  (*— »-  bx  — i-r#*"— »-0'r.)X 

9 

{e~+ /x'-t-g*1  " -+■  &c. )A , en  fuppofaut  x = z"  devient 

fl»  — * 

— * du  (<*-+-  b z”— +-c**’  — t-ÔV.  )(  e-¥fx—¥g  z.1’ 

-+-ÔV.)K. 

CCXXIII. 

Corollaire  ÏV.  La  différentielle 

( c -+-/x"-+  ^ x’-h-ÔV.)'  X 

par  la  même  fuppofition 

> I — n 

de  * = a"  devient  - * n dz(a-\-bz—*-czlJ-+- 

(7c.  ) (e  — *-/ z -+g  z1  “—h  &c.)1  (k / *’-+■  »»  **  ’-t-Ôï./ , 
& ainfi  de  fuite  a l’infini. 

CCXXIV. 

Corollaire  V.  La  différentielle  x'~ldxX 
(e-hfx" -t-gx1’-*-^.)*  de  l’aire  d’une  courbe  dont 
l’abfciffe  efl  j*,  & l’ordonnée  x5  “ " 1 (e-+-fxn  -+g  **"-+■ 
Ôï.1)* , en  fuppofant  * = -^  = a- 1 , devient  — z~  * “ : 1 X 


Digitized  by  Google 


35 6 Elemens  du  Calcul  intégral 

dz(e— hfz  *-i»z  **  — b&c.)K  y différentielle  d’une 

autre  courbe  , dont  fablcille  efl  z , & l’ordonnée 


7=:<r+f*--*s  "-^V.)\ou  -prr^  (/-+«'/; 


lorfqu’on  a le  binôme  e —+-/*’  dans  la  parenthefe  fous 
l’expofant  V , . A (g -+fz.n -+•  c **  " f , lorfqu- 

on  a le  trinôme  c-+fx"-+gx1"  dans  la  parenthefe 
fous  l'expofant  A , & ainfi  de  fuite  ; car,  puifqu’on  a 

fuppofé  * — z * , on  aura  #"  = z~ ",  x1  * = z 1 " , 

* 1 — = z 3-f~t  , & </.*  = — z—  Vz,  & en  fubflituant 

ces  valeurs  dans  la  différentielle  propofée,  elle  devient 


— z-1 '■ - * d z ( f -i-  fz- • -4-  g z“ *■ " -4-  <S*r.  )’ v . 


Or  e— *• 


parconfequent  — z 1 dz(e— +fz~  *)v  = — 'X 


d z <^-±£1  - _ --  - * — ’ 


z (ez*-4 -/)x  = 


j.74  , JU  (f  On  trouve  de  même  r-+-/z  — " 

(«-*/*— -+*»— * )■= 
~ ' ; & — </»  («-(•/«-’h-j 
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—zT}~ * - 1 " * dx  (g -*-/V  -+ ez* ■/ 

((JJ-+/V'-f-ex*’,)x)  8c  ainfi  de  fuite. 

CCXXV. 

Corollaire  VI.  La  différentielle  x,— Vx(e— »- 
fx”—¥gxtn—\-(2‘c.)K(<k-*'lx’'-+-,nx~’,—ir{3,c.yi  en  fuppo- 
fant  ~ devient  — z * 1 </z  (e— *-/z—  *-gz  IB 

— 4-Ô*r.)x  ( k — *-/ z— "— +■ m z t-ÔV.)*1  différentielle  de 
l’aire  égalé  d’une  autre  courbe,  dont  l’ablciffe  cil  z,  8c 

l’ordonnée  -j±r 

Z 

ou  -T^rhr^Z  (f~>- e ^ T (j-+ 

4'  z1  )“ , lorfque  les  polynômes  renfermés  dans  les  paren- 
tliefes  (ous  les  expofans  À 8c  y-  font  deux  binômes  e—h 

( l — \-k  zf , lorfque  le  polvnome  dans  la  parenthelè  fous 
l’expofant  \ efl  un  trinôme  e-+-/*”— t-ç*1”,  & l’autre 
un  binôme  k — *-/*”;  ou  démontre  ce  Corollaire  com- 
me le  precedeut. 

Il  faut  obferver  cjue  dans  ces  deux  derniers  Corollaires, 
les  différentielles  des  deux  aires  égalés  ayant  des  lignes  con- 
traires — i-St  — a caufe  de  la  fuppolition  x = * , qui  donne 
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dx.=. ~~r  ■>  bs  deux  a'res  égalés  doivent  être  prifcs  en 

fens  contraire  par  rapport  aux  ordonnées,  de  forte  que, 
fi  l’une  des  deux  aires  efl  prife  le  long  de  l’abfcilfe  dans 
une  des  deux  courbes,  l’autre  aire  égalé  doit  être  prife 
le  long  de  l’abfcilTe  prolongée  au  delà  de  l’ordonnée  dans 
l’autre  courbe  mais  on  évité  tout  embaras  dans  ces  oc- 
cafions,  eu  ajoutant  une  confiante  indéterminée  a l’inté- 
grale de  la  différentielle  transformée,  8c  en  déterminant 
enfuite  cette  confiante  par  la  réglé  que  nous  avons  don- 
née ( Art.  xiv.). 

CCXXVI. 

Corollaire  VII.  Si  le  rapport  entre  l’ordonnée 
/,  8c  l’abfcilfe  x d’une  courbe  efl  exprimé  par  une  équa- 
tion affeélée  de  cette  forme  y ( e — H fyn  x*  —t-gy1  " x1  * -4. 
b/  V ' H-  &c.  ) — x*  ( k -+  / y"  »*  -+  my" ” «*  * -+&c.) , 
en  fuppofant  * = 1=1  ; * =7  *' , & A=  , la 

différentielle  ydx  de  faire  de  cette  courbe  deviendra  égalé 
a b différentielle  udz  de  faire  d’une  autre  courbe  dont 
l’abfcifle  fera  z , & l’ordonnée  u , & l’equation  non  affeflée 
(e-t -fu  ~-¥guxn  -+&c .)'  (k-* lu”  -f  mun  — f- 

&c.)~~A=  z;  car  puifqu’on  a fuppofés  = - *' y en  dif- 
férentiant  on  aura  dz=zx  &</*:  dnz2Ln~~l:i, 
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Si  donc  on  fuppofe  encore  * 1 : i =/  : on  aura  ~~r 

M 

= w ordonnée  d’un  autre  courbe  d’aire  égalé  a la  pro- 
pose, dont  l’abfciffe  fera  z (Cor.  I.);  or  fi , au  lieu 

de/,  on  fubftituc  (à  valeur  u»  ‘dans  l'equation  a la 

première  courbe,  cette  équation  deviendra  ua  xta~~*  (c-t- 

/»’«" 

* ' m uln  xt,n  1 "~+ 1 * — +.  Ô'r.  ) , fc  parce  que  s 

— — m — & par  confcquent  s n — J',  cette  équa- 
tion , en  fubftituant  n — / au  lieu  de  r»,  deviendra 
u x°~’(e-+f u -Jrgu  -4-ÔV.)  = xfl (k-i-lu 


n 2 » 

m u 


-+-ÔV.),  & par  la  divifion  elle  fe  change  en 

u . - — — — * = * , a caufe 

de  a — ia  = «(i — r),  & de  i — r=i  — - . 

' ' ' m n * • 


mais  on  a fuppofe  x’=szy  d’ou  l’on  tire  *=(»*)'  , 

n 4-f  ^ • ïj  £ — f-  ê a 1 

* " = ( i x ) ' * a caufe  de  A — 


— & de  — J';  donc  l’equation  fera  u"  X 


-fun- 


•X» 


rt. 


~ = & en  élevant  de  part  & 
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„ , -n-  » a k [ f f U*  •+ fi  H1.* ■+ &C.  \* 

d autre  a la  pumance  A , on  aura  u * — — ) 


= jz,  & en  divifânt  par  s on  aura  - uaX  X 

(h+lu-f/l  *xn  -Ï&C.  )K 

Nous  . aurions  pu  nous  ctendre  fort  utilement  fur 
ce  beau  Corollaire  de  Newton,  & en  démontrer  l’ufage 
dans  les  équations  différentielles  a plufieurs  variables,  & 
dans  lesquelles  ces  variables  font  mêlées  enfemble;  mai? 
cette  matière  appartient  a la  fécondé  partie  de  nôtre 

ouvrage,  dans  laquelle  nous  la  traiterons  expreflement . 
I.  •• 

CCX  XVII. 


Corollaire  VIII.  Si  le  rapport  entre  l’ordonnée 
y & l'abfciffe  .v  d’une  courbe  eft  exprimée  par  l’equa- 

tion  affectée  y’  ( e — *-f  y"  x — i-  g y* 11  a1  *— t-  (D"c . ) = *3  X 

( k—’rly"  * —¥■ m y1"  x1*  -+■ Ô’c. ) — i- x"  (p  — qy” x ' — f- 

ry*"x2*— ♦-  Ô*e.)  , en  fuppofant  s = z x’  , p 

= > 8c  y = —n  r_j-  , la  différentielle  y d x de  l’aire 

de  cette  courbe  deviendra  égalé  a la  différentielle  u d z 
de  l’aire  d'une  autre  courbe  dont  l’abfciffe  fera  z,  l’or- 
donnée « & l’equation  «“  ( e -4-/V -+- g uln_~i.&c.)  = 
Sfz^^k-l-lu  -Hw  «*"_ )-+■  s’  x’’  (p  -+q  u —t-rM1” 

-+-ÔV.). 
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— t-tyc.  ).  La  demonftration  eft  a peu  près  la  même 
que  celle  du  Corollaire  precedent.  Car  puifquc  z = 

~x  , on  aura  d.z~  xI  — Vx , d z:dx—x~ 1 : 1 - &, 

en  fuppofant  x *:  1=/:  »,  on  aura  = u , or- 

x 

donnée  d’une  autre  courbe  d’aire  égalé  a la  propofée,  dont 
l’abfcifle  fera  z,  &,  en  fubftituant  ux’~  ‘au  lieu  de/  dans 
l’equation  a la  première  courbe,  elle  deviendra  u* x*~ *(r 

n jn  — »— t-a  :»  — m-t-ii  , » S 


h/»”x  -♦ -gu'"* 


3v.)=*  X 

(k-Hu’,x,n-n^t-+mu'nx"'—1''-*lt->-&c.)-+ 
x [p-f-q  u x ~f.ru  x -4-©V.J,OU 

bien,  a caufe  de  î»  = « — J',  u" x!  (e— \-fun  — j-gx2’ 

—b&c.)  = Xû  (k  -+/  Un  -+g  u1  " -\-(D’c.)—\-xy  (p  —¥•  q ua 
-+ ruln -f-&c.  ),  &,  en  divifant  par  x^-*,  on  aura 
U'(e_f_fu*-+guln-*.&c.)=xB^’-Ja(k-l-lun-*- 

u*’ -*.&&)-+  x7^a-,a(p~f.qun-^ruy”  -^r&c.)  ■ 


m 


or 


, par  ce  que  sï=*',  on  aura  (?*)’  = x , x 


5-+  > — ta 


g— !-■» — x" 


('f 

{ JZ 


& x' 


> -4-c  — x» 

,»*+*  40 / _ \ X 


o — 4 


parce  que  r=— 7—  , on  trouve 


'=(**)  ' , & 

6 — f.  « — x a C n -4-  « ^ 

/ ' w — 

Zz 
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ju  8;  7 =.t.  Donc,  en  fubfli tuant  ces 

valeurs  dans  la  derniere  équation  a la  fécondé  courbe , 

elle  fera  «(<?-+■  f u — j-  g x2 " -+■  Ô*r.  ) = x“  ( k -4-  /»" 

&c.)  — f 5’  »“  (/>-+•  f —H  r«*  *— «-ÔV.). 

ccxxvnr. 

Corollaire  IX.  La  différentielle  ydx  d’une 
courbe  dont  l’abfciffe  efl  a,  & l’ordonnée  /=t*u_iX 
(rc— w— \-n  . f x — *-r— *-2».  g*xn— 4-ÔV.)  (e— *-/*"  — •* 

5 xl  »-KÛV.)k  “ 1 (*+*(«/  -+-/*'  " x'  -*• 1 "-+ÔV.)T  )" , 

en  fuppofant  z=(exr-4 -f xr  -+gx~*ln  -+<yc.y 

<r  = -,  & 3'=^— — ; devient  eçale  a la  différentielle 
z dz(a-\-bz)m  de  l’aire  d’une  autre  courbe,  dont 
l’abfcifle  efl  z,  8c  l’ordonnée  z*  ( a — b z )" . Car,  puif- 
qu’on  a fuppofô  z = (e / -+/Y  ^ £ «r  ^ , 

J 

on  aura  zT  -+£  if  H- Ôï. , & en 

I — T 

différentiant  de  part  8c  d’autre  i z T dz  — xr~'  dxX 

(re-»-r-+-»./x’’-Hr-<-2».^*1"-t-6'f.),  d’où  l’on  ti- 
re cette  proportion  dz:dxz=x  xr~  1 (rc^T^n./*" 
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-t-r— t-  2 n.gxzn-+&c.)  : z T . Donc,  fi  l’on  appel- 
le u l’ordonnée  d’une  nouvelle  courbe,  dont  l’abfcifle 
foit  z , & l’aire  égalé  a celle  de  la  première  courbe , 

on  aura  cette  proportion  -n  x~  1 (r?— \-r-+7i  .f x"  — h 

i — T 

s x (re— f-r—bw./Y’ 

— l-r  — (-  2 n.gxz”->t-l(yc.)(e-+f xn -bgx1’’  — X 

(-»— H b (e  x — t-/V  " —*-gxr  "*■  * t-6’r.)’)1'  : w ; & eu 

divifaut  les  antécédents  par  -n(re-¥r-+n.f x"  -+■ 

I T 

r— +-2  ».g  #Ia  — t-Ôï.),  on  aura  x~  1 :z  T = ‘X 
(*_*/*» (a-ïb(cxr  -*-fx’-+”  — h 
<g*r"+l,-+-Ô'c.)' )“:  m,  & en  fubftituant  dans  le  fe- 

I 

cond  antécédent  de  cette  proportion  zT  , au  lieu  de 

1 T 

ex  — i-f —bgxr~*’ 1"— *-ÔV.,  on  aura  xr  — 1 :z  * 

T 

= *Kr~l  (e-+fxa-<-gxln-+<?c.)x-t  (a-+.bz~'y:  «, 

1 T 

par  confequent  l’ordonnée  « = z * . xXT~r (e-+f  x” —*• 

L 1 T 

. (*-+-*  Z -)*'  = *“  («/-+//-«■■ 

T 

(<»-+- Z>z’r  )*,  puifque  *>’r  — r = 
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— ^ par  confequent  x r r(e— t-/V- ■+-£**"-+■ 

Crc.)K-~  ' =z{e*r  -4-//-*-’  -+g*-+" -+<ïc.)'-1  ; 

1 

puis  donc  que  z ~=ze  x -4- f xT~h  " -4- g / “*" 1 ” — t-  &c. , & 
> — » 

que  par  confequent  z T = (exr  — i-//-4"’ -f  çx’-4'1” 

t — *•  ».  — » 

— 4- ÔY*.  )K 1 , on  aura  l’ordonnée  u — z * .z  * X 

T k — T r 

( x — 4-  b z )"  = z T ( //  — t-  b z’ y = **  ( <»  — 4-  b z’ )"  , en 

fuppofant  o-  = - , 8c  3 — ~~~  * 

On  voit  bien  que  la  première  ordonnée  y dans  ce 
Corollaire  devient  plus  fimple  en  fiippafànt  A — 1 , ou 
r = i,  8c  en  faifant  qu’on  puiffe  tirer  la  racine  de  la 
puiffance  dont  l’expofant  eft  t. , ou  . encore  eu  fuppofant 
&>= — 1,  8c  A=  1 = r —«  — Ti  î fans  parler  des 
autres  cas. 

CCXXIX. 

Corollaire  X.  Si  on  fuppofe  ex"— 4-/V‘+',-4- 
g x'"~*ln  — 4-  &e.  = R;  » e — 4-  ►—* -n.f  x’~¥a  ’-t-i-t-t»  . 

gxt~¥tn~ ‘-«-Ôï.^rr;  k-4-lxu-+mx'H-+<ye.  = S ; 
8c  nlx”^ * -4-2  nmxln~ 4-  &r.  = ty  & que  l’abfciffe 
d’une  courbe  foitx,  fon  ordonnée/ = (77  Sr— 4- ^Rs)X 

RK~ Is,u  1 (aS  — 4-bR')" , la  différentielle  yd x de 
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l’aire  de  cette  courbe  fera  e^ale  a la  différentielle  d’une 
autre  courbe,  dont  l'abfciffe  fera  *,  & l’ordonnée  z.*(a-h 
*^,enfcppofiu.tt±S2=i==--i  ; 1 ±=1= 

s,  & rts*=*. 

Car  puifque  , par  la  fuppofition , * 
gx'~*%n— t-Ô*r.=R,  on  aura  en  différentiant  ic*'-IX 
</*—+-*  — +-».  fx'~¥n  1 dx  — 1 —\rZ  n . gx,~*’ln~l  d x-+- 

(7c.  = d R = r J x , en  fubflituant  r au  lieu  de  rex’~ 1 

—4-  » — +-  1 .fx‘~*'n  1 — 1-2  n.  g ~n  1 — 4-  &e,  de 

même,  puifquc,  par  la  fuppofition,  k— J-/*”— t-ra*1”  — ♦- 
(7c.  — S , on  aura  en  différentiant,  nlx " 1 dx— h 

mmx  ‘ dx— k-(7c.=.d  S=:s dxy  en  fubltituant  5"  au 
lieu  de  nlx”  *-  2 n mxln~“l  — h (7c. ; 8c  par  ce  que 
(Supp.  )r's9  =z,  on  aura  en  différentiant  tR  1 X 

SvdR  — *-9 S’"- 1 R dS  = dz,  8c  en  fubflituant  rdx  au 
lieu  de  dR , & s dx  au  lieu  de  dS , on  aura  (ftS'r—t- 

ç Æ r)  Rt— ‘s’  dx—dx\  d’ou  l’on  tire  cette  propor- 
tion dz:  d xz=  (ir  Sr -i-<p  R s)  R*  lS*  *:  I.  Donc,  fi 
on  defigne  par  V l’ordonnée  d’une  nouvelle  courbe  , 
dont  l'abfciffe  foit  * , 8c  l’aire  égalé  a celle  de  la  pre- 
mière courbe  , on  aura  ( Cor.  I.  ) cette  proportion 

( S r—h’pRs)  Rt  1 S * 1 : 1 = (7,  Sr— 1-9  R r)R  *X 
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S“-‘  (aSU-+bRT)U : F=RK~TSa~*  («r~fiRT)*  = 

H — ? 

Rx~*  (as*'*'  « — t-  b R S ) , en  divifaut  hors  de 

la  parenthefe  par  S M *,  & multipliant  dans  la  pareil- 
tliefe  par  la  même  quantité  5"**  P,  ce  qui  ne  change 
point  la  valeur  de  l’ordonnée  V , ou  RK~'rSf1~*  (a  5u-i b 
bR')".  Or  puifqu’on  a fuppofé  R* S*=zz,  8c  = 


K ▼ y,  \ » TT  T 

on  aura  * =RX  — T,S  1 , & zr  = zT  = 

« T 

RTS‘ T ; par  confequent  z*  (rf  -+•  b z')"=  Rx  — T X 


S * (^{RTi')“  =«X_T(<,S  — -+- 


e* — s» 


bRS  ) , en  divilànt  hors  delà  parenthefe, 

& multipliant  dans  la  parenthefe  par  la  même  quantité. 
Il  ne  relie  donc  plus  qu’a  démontrer  que  la  quantité 


•R  • -4-£RT5'  ) efl  égalé  a la  quan- 

e * — g **  a ▼ $ * — a t 

tité  R'-r(aS  -+  b R S~  "+  ’r  “ )"  or  ce$ 

quantités  font  égalés  en  fuppofant  « -+-  “-T-—  — 
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Corollaire  & les  deux  équations  comparées  donnent  — 
= — , comme  on  l’a  encore  fuppofé.  Donc,  en  fai- 

faut  ces  fuppofitions,  on  aura  l’ordonnée 

bx)“  . 

Il  eft  évident  que  la  première  ordonnée  y dans  ce 
Corollaire  devient  plus  fimple  en  fuppofant  t = i ,»  = i 
ou  A=i,  m = Ij  & en  faifant  qu’on  puiffe  extrai- 
re la  racine  de  la  puiffance  dont  l’expofant  eft  ou  en 
faifant  <->— — i,  ou  /i  = u,  fans  parler  de  plufieurs 
autres  Cas. 

Si,  au  lieu  de  fuppofer  l’ordonnée  y — ( -n  S r -+ 
9 R s)  R.*  'S*  1 ( a S"  — *-  b Rr  )“  , on  la  fuppofoit  = 

( -nSr— v-  9 Ri  ) R lS “ '(aS  u-+bRr)“  en  faifant 

•^=7=;,;==',^=*,  &*V=«, kdif- 

férentielle  de  l’aire  de  cette  courbe  fera  égalé,  comme 

cy-dcffus  a la  différentielle  x dx{a— hbx  )"  de  l’aire 
d’une  autre  courbe,  dont  l’abfciffe  étant  as,  l’ordonnée 
fera,  comme  auparavant,  x (a— *rbx  )"  • il  ne  faut 
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pour  cela  que  répéter  le  calcul,  en  faifanc  les  nouvel- 
les fubllitutions . 


ccxxx. 

Problème  II.  Trouver  les  courbes  les  plus  Am- 
ples avec  lesquelles  on  puifle  comparer  géométrique- 
ment une  courbe  quelconque,  dont  l’ordonnée  y eft  dé- 
terminée par  l’abfcifle  * au  moyen  d’une  équation  non 
affeftée  ; ou,  ce  qui  revient  au  même,  y étant  une 
fonélion  algébrique  de  x,  trouver  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle y d x par  les  quadratures  des  courbes  les  plus 
Amples,  dont  elle  peut  dépendra. 

Cas  I.  Soit  l’ordonnée / = a x'— ',  ou  la  différen- 
ticlle  ydx  — ax  </x,  & l'aire  de  la  courbe  ou  l’inté- 
grale S.  y dx  fera^x* . Newton  déduit  cette  intégrale 
du  Theoreme  III.  en  comparant  l'ordonnée  propofée 
a x*  ~~  1 avec  l’ordonnée  generale  de  ce  Theoreme  x*  — 1 
R \a  — t-ix”  — \~cxtn— 4-ÔV.),  dans  laquelle  R=c-+- 

f*-*‘gxln—\-(5‘c.  On  trouve  par  cette  comparaifon  b 
=0—c~f—g-t  Sce—  i =zR.  En  fubftituant  ces  va- 

g - a 

leurs  dans  la  formule  generale  de  l’aire  x Rk  ( ~ -+- 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  VI. 


369 


Ib—sfA  . , 

- — — x -+•  ü*c.) , elle  devient  = j x a caule 


de  - — & de  e — i. 

n 7 

Cas  II.  Soit  l’ordonnée  f = axS~t(c—*-fx’’-+- 
g xz"  —4-‘iTc.)K  1 j fi  on  peut  trouver  l’intégrale  S.y  d x 

algébriquement,  ou  par  les  aires  des  figures  re£li lignes , 
on  la  trouvera  par  le  Theor.  III.,  en  comparant  com- 
me  dans  le  premier  Cas  l’ordonnée  propolee  ax  X 
(e-hf  xn  -*-gxln -+&c.)x  1 avec  l’ordonnée  generale 

de  ce  Thcoreme,  ce  qui  donnera  £ = & par 

I ^ 

confequent  l’aire  S.ydx  = xSR*(  77 — ===r— x* 

1 rr  r-t-  1 .e 

— — ~f'~  xïn  6 7c.  ) . Mais  fi  cette  intégrale  n’eft 

r— 4-  2 . e 

point  algébrique,  od  changera  la  première  courbe  en 
une  autre  d’aire  égalé,  dont  l’abfciffe  fera  z , & l’or- 

0 — n 

donnée  “-%  " , en  fuppo- 

fànt  x*  = z (Art.  eexx.  ) , on  rendra  enfuite  (Art. 
CCXII.)  les  puiflances  dont  les  expofans  font  & 

A — 1 les  plus  petites  qu’il  fera  polfible,  en  retranchant 
de  ces  expofans  autant  d’unités  qu’il  faudra,  8c  on  par- 
viendra par  la  a réduire  la  quadrature  de  la  courbe  propo- 
fée  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples  qu’on 

Aaa 
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puilfe  trouver  par  ce  moyen.  Après  quoi  en  fuppnfànt 
(Art.  ccxxiv.),  on  pourra  transformer  chacune  de 
ces  courbes  en  une  autre  courbe,  qui  fera  quelquefois  plus 
fi.nple.  Enfin  on  pourra  encore  quelque  fois  Amplifier 
ces  courbes  par  le  Tlteor.  I.  compare  avec  les  Corollai- 
res IX. , & X.  du  Theoremc  precedent  ; car  il  peut  ar- 
river que  les  ordonnées  de  ces  courbes  foient  de  telle 
forme,  qu’en  leur  ajoutant  avec  le  figne  — t-,  ou  — 
l’ordonnée  d’une  autre  courbe  quarrable,  qu’on  pourra 
trouver  par  le  Theor.  I.,  elles  acquièrent  les  formes 
plus  fimples  des  Corollaires  IX.,  & X.  du  Theoreme 
precedent;  8c  alors,  quand  on  aura  trouvé  leurs  aires, 
il  faudra  en  retrancher  les  aires  des  courbes  quarrables, 
dont  on  aura  ajouté  les  ordonnées;  enfin  on  remontera 
des  aires  les  plus  fimples,  qu’on  aura  trouvé  par  ces 
moyens , a l’aire  de  la  courbe  propofée , comme  on  l’a 
vù  dans  le  Theoreme  V. 

Cas  III.  Soit  l’ordonnée  / = — k-bx*  — t-cx1” 

•-4-ÔV.)  (e— v f x — »-ç*ï'’-+*ÔV.)>‘  — *;  fi  on  peut  trou- 
ver algébriquement  faire  de  cette  courbe  , ou  l’inté- 
grale S. y d x , on  la  trouvera  par  le  Theor.  III.,  finon 
il  faudra  decompofer  l’ordonnée  en  fes  parties  ** ~la(c 
— ►/*"  — x1  ” — t- ÔV. / (e—hfxn  -*-g  x 1 ■ 

-+'Src.Ÿ~l  -+x—'cxlm(e-*-fx”-+gxi',-i-&c.)> -1 
—t-t (Pc.  y & chercher  par  le  fécond  Cas  les  courbes  les 
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plus  (impies,  avec  lesquelles  on  puifle  comparer  les 
courbes  qui  ont  pour  ordonnées  chacune  de  ces  parties; 
car  les  aires  de  ces  courbes  particulières  étant  jointes 
cnfemble  avec  leurs  figues  — 1-  8c  — formeront  faire 
totale  de  la  courbe  propofée. 

Cas  IV.  Soit  l’ordonnée  y = x 1 (a~ b xn — H 
c **  " -t-  &c.)  ( e— t-/*"-*-"*1  )*“  1 ( * _W 

w*1”-+Û,c.)  1 ; fi  cette  courbe  eft  quarrable  algébri- 

quement, on  trouvera  fon  aire  S.ydx  par  le  Theor. 
IV.,  linon  on  la  transformera  en  une  courbe  plus  fimple 
par  le  Cor.  IV.  du  Theoreme  VII.,  & on  la  comparera 
enfuite  avec  les  courbes  les  plus  fimples  par  le  Theore- 
me VI.,  8c  par  les  Corollaires  VI. , IX.,  8c  X.  du  Theo- 
reme VII.,  comme  dans  les  Cas  IL,  8c  III. 

Cas  V.  Si  l’ordonnée  y eft  compofée  de  differen- 
tes parties,  on  regardera  chacune  de  ces  parties  com- 
me l’ordonnée  d’une  courbe  particulière , 8c  on  cherche- 
ra feparément  les  aires  algébriques  de  chacune  de  ces 
courbes , 8c  lorfqu’on  les  aura  trouvées , on  ôtera  leurs 
ordonnées  de  l’ordonnée  totale  y de  la  courbe  propofée  ; 
8c  enfuite  on  cherchera  l’aire  de  la  courbe,  dont  l’or- 
donnée fera  ce  qui  refiera  après  cette  fouflraflion , com- 
me dans  les  Cas  II.,  III.,  8c  IV.  8c  la  fomme  de  tou- 
tes les  aires  qu’on  aura  trouvées  fera  faire  de  la  cour- 
be propofée  . 
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Ce  Problème  qui  contient  en  abrégé  toute  la  theo. 
rie  de  la  quadrature  des  courbes,  quoique  démontré  icy 
generalement , deviendra  plus  clair  par  l’Article  II.,  & 
fur  tout  par  les  exemples  de  l’Article  III.  de  ce  Cha- 
pitre. 

CCXXXI. 


Corollaire  I.  Toute  courbe , dont  l’ordonnée 
efl  la  racine  quarrée  affeclée  de  fon  équation  avec  l’ab- 
fciffe , peut  être  comparée  \par  ce  Problème  avec  les 
figures  les  plus  fimples  reélilignes,  ou  curvilignes,  dont 
la  quadrature  dépend.  Car  cette  racine  eft  toujours 
compofée  de  deux  parties,  dont  chacune,  prife  feparé- 
ment,  n’eft  point  une  racine  affeétée  d’équations.  Par 
exemple,  étant  propofée  l’equation  ax  y"1  — = 
2/i*y—b2x'y  — x4  ; on  trouvera  fa  racine  /== 


dont  la  partie  rationelle 


■ »’  ... 

— , & la  partie  irrationelle 


Y~ 


font 


les  ordonnées  de  deux  courbes  qu’on  peut  quarrer  par 
ce  Problème,  ou  comparer  avec  les  figures  les  plus  Am- 
ples dont  elles  dépendent . Car  la  différentielle 


r’  Vr- 


XX  -h*  •* 


=.xd  > 


a fl  X d \ 


i or  l’intégrale 


S.  xdx  = ~ xx,  l’intégrale  S.  li*  =.*.  — ■ 

1 ° a*-+xx  
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a A,  A étant  un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  efl  A 

5c  la  tangente  x;  5c  l’intégrale  S.  ■ - * = - a <t.  L. 

O 9 O u U — 1~  XX  1 

(/UH-**),  en  prenant  le  logarithme  hyperbolique, 
5c  la  différentielle  * 1 r * •'  z •' r ~ 7.  — a d x ( a*  — t- 

a a—i’MX  \ 

1 

2 ii»1’  — x4)*  peut-être  rapportée  par  le 

troifieme  Cas  aux  figures  les  plus  (impies,  dont  fon  in- 
tégrale dépend. 

CCXXXII. 

Corollaire  II.  Toute  courbe  dont  l’ordonnée  eft 
déterminée  par  une  équation  affeflée,  qu’on  peut  ré- 
duire par  le  Corollaire  VII.  du  theoreme  precedent  a 
une  équation  non  affeélée , pourra  être  quarrée  algébri- 
quement par  ce  problème,  fi  elle  eft  quarrable,  ou 
être  comparée  avec  les  figures  les  plus  (impies,  dont  fa 
quadrature  dépend  ; 5c  on  pourra  quarrer  de  cette  ma- 
niéré toute  courbe  dont  l’equation  n’a  que  trois  termes. 
Car  cette  équation  fi  elle  eft  affeélée , fe  transforme 
en  une  équation  non  affeélée  par  le  Corollaire  VII.  du 
Theoreme  precedent  ; enfuite  on  la  réduit  a l’equation 
la  plus  fimple  par  les  Corollaires  II.  5c  V.  du  même 
Theoreme,  5c  enfin  on  trouve  la  quadrature  delà  cour- 
be, ou  on  la  réduit  a celle  de  la  courbe  la  plus  fim- 
ple par  le  problème. 
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On  peut  démontrer  ainfi  la  derniere  partie  de  ce 
Corollaire.  On  fçait  que  toute  équation  de  trois  ter- 
mes peut  fe  réduira  a cette  forme  e /“=x3(  — k / y x*) , 
qui  cfl  contenue  dans  l’cquatioi  generale  du  Corollaire 
VII.  y*  ( e— 4-/ Y x * -+-  J'7c.  ) x ? — +- l y"  x*  — t-  m yln  x1* 

— i-iTV.'i , en  fai  Tant  f &c.  Donc  fi  on  fup- 

pofe,  comme  dans  le  Corollaire  VII.  s — n-~— , z = 


« t 
— X 
J 


& A 


n — * 

a & -+  ,-i  n * 


l’equation  propofée  deviendra 


I « X K 
— u e 


— - =*,  Sc  la  différentielle  de  l’aire  de  la  cour- 


be  fera  udz  — - ~~ 


— \ Int 


\ a\  •+  n 


'du 


-*-1 


■ . Or  l’in- 


tégration de  ces  deux  termes  dépend  par  le  Theorcmc  V. 

u'  ' d H 

de  l’intégration  de  la  différentielle  — — — — , qu’on  peut 

facilement  trouver  ou  algébriquement , ou  par  la  qua- 
drature des  courbes  les  plus  fimples,  lorfque  les  expo- 
fans  a.  A,  & » font  donnés  en  nombres. 


On  peut  aufTi  en  fuppofant  u”  = -n",  ou  w"=-n-, 
comme  dans  le  Corollaire  II.  rendre  la  différentielle 

K*  V U | /.  . 

plus  ample. 
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Corollaire  III.  Toute  courbe  dont  l’ordonnée 
eft  déterminée  par  une  équation  affeéléc  quelconque, 
qu’on  peut  transformer  par  le  Corollaire  IX.  du  Théo- 
rème precedent  en  une  équation  de  deux  dimenfions, 
peut-être  quarrée  par  le  Problème  precedent , 8c  par  le 
premier  Corollaire,  ou  comparée  avec  les  courbes  les 
plus  fimples  dont  fa  quadrature  depeud. 

On  comprend  par  ce  que  nous  avons  démontré, 
furtout  dans  le  fécond  Corollaire,  comment  Newton 
pouvoir  écrire  a Collins  l’année  Nulle  extat  cur- 

va , eu  jus  aquatto  ex  tribus  confiât  ter  mini  s , in  qua  licet 
quantirates  incognir*  fe  mutub  officiant , vel  indices  digni - 
tatum  fmt  furda  quentitates , verbi  gratia , a XK  — (-  b x“  y’ 
-+cyT=0,  ubi  X deftgnanr  baftm , y ordinatam , A , ju, 
<r,  r indices  digni  tatum  ipfius  x Ô*  y,  Ô*  a,  b,  C quan- 
titares cogniras  cum  fignis  fuis  -4-  vel  — ; nulle , in- 
quant , cjl  bujusmodi  curva , de  qua , an  quadrari  poffit , 
nec  ne,  vel  qua nam  fmt  figura;  fimpliciffima,  qui  bus 
cum  comparari  poffit,  ftve  fint  conica  feEliones , ftve  alite 
magis  compilent*,  intra  borx  oflantem  refpondcre  non  pof- 
fim.  Deinde  metbodo  direbla , (D1  brevi , imb  metbodoru.m 
omnium  generalium  brevijfimd , eas  comparare  queo.  fij-in 
etiam , ft  du x qua  vis  figura  per  bujusmodi  xquàtiones  ex- 
preffiai  proponantur , per  eandem  régulant  eas , modb  com- 
parari piffitit , compara. 
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ARTICLE  SECOND. 

Préparation  pour  intégrer  la  différentielle  ydx 
par  les  formules  de  l’Article  precedent,  en  fuppofant 
que  y foit  une  fonction  algébrique  de  x. 

C C X X X I V. 

i.°  On  regardera  ydx  comme  la  différentielle  de 
l’aire  d’une  courbe , dont  y eft  l’ordonnée  perpendicu- 
laire a l’abfciffe  x , & l’on  comparera  l’ordonnée  y , ex- 
primée par  la  fonétion  algébrique  de  x,  a laquelle  elle 

elt  égalé,  avec  l’ordonnée  generale  x'  ~ 1 RK~  1 (a-+ 
b x”  — ♦-  c x1  n— t-  &c.  ) du  Theor.  III.  de  l’Article  prece- 
dent, ou  avec  l’ordonnée  x*  1 R x 1 S'  l(a-+-bxn—*- 

cxln-+&c.)  du  Theor.  IV.  ; mais  pour  faire  cette 
comparaifon,  il  faut  refoudre  l’ordonnée  propofée  y en 
fes  facteurs  , & la  réduire  a la  forme  de  l’une  des 
deux  ordonnées  generales,  dont  nous  venons  de  parler. 
Par  exemple,  fuppofé  que  l’ordonnée  propofée  foit  y = 

T on  refoudra  d’abord  le  denomina- 

y k x*  — / x7  -H  m x* 

teur  en  fes  faéteurs  x1 , & /kx  — I x?  —H  m x*  ; enfui- 
te  on  le  fera  palier  au  numérateur,  en  changeant  de 

-l-  en 
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— t-  en  — l’expofant  1 de  ** , 8c  l’expofant  ~ de 

I 

( £'  x — 8c  on  écrira  l’ordonnée  y = x~ 1 X 

X 

(3^' — lx*)(k'x — /x*  — hw*4)  *,  qui  a la  forme  con- 

venable pour  être  comparée  avec  l’ordonnée  generale 
du  Tlieor.  III.  x 1 (a— t-^x"— t-rx1”  — h&c.)  (e -*-fxa 
-+g*tn -+  b *’  ‘ -4-kx*"-+-&c.)K~ 1 . Car  ces  deux  or- 
données deviendront  les  mêmes  en  faifant  6 — 1= — 2, 
= 3 />  = 0,  cx2"  = — /x1,  ou  n—i , & c=  — /, 

e = o,  f=k\  g = 0 -,  b= — /,  m~k , & A — I — 

— i ; en  fubftituant  ces  valeurs  dans  la  formule  geue- 

9 X ~~a  —b  — sfA 

raie  de  l’aire  (Art.  ccvii.)  x R ( 1- " — t-i7c.  ) 

on  aura  l’aire  S.  y d x ou  exa&emcnt , & en  termes 
finis,  ou  par  approximation,  8c  par  une  fuite  infinie 
de  termes . 


ccxxxv. 

2.0  On  peut  fouvent  rendre  ces  comparaifons  plus 
fimples,  en  divifant  par  x,  ou  par  une  de  fes  puiflan- 
ces  les  polynômes  qui  fe  trouvent  dans  l’ordonnée  propo- 
fée  / , 8c  en  les  multipliant  par  la  même  puiflance  de 
x,  pour  ne  pas  changer  les  valeurs  de  ces  polynômes-. 

Par  exemple  , fi  on  a.  y = x~2(ik' — /x*)  (k'x — lx 3 -+■ 

Bbb 
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t 

m/)  *’  on  peut  divifèr,  Se  enfuite  multiplier  par  x le 
pcl/nome  k # — /*!-(-»ix4,  & on  aura  * (k' — /**-+■ 

f I 

»;  ) = £'*  — /x* &x  *(£’ — l x1  — Hm*1)  * 

_i,  _î 

= (£#—  /x5— hw*4)  par  confèqucnt  y~x  *(3 

1 

— lx*)(k'— l xT -+mx')  * , ce  qui  rend  plus  (impies 
les  comparaifons  qu’on  doit  faire;  cardans  la  comparaifon 
avec  l’ordonnée  generale  du  Theor.  III.  on  aura  £ — 1 

= — a — 3 k yb  ==  0 y c h* * = — /**,  » — 1 , c—  — 

/,  e~k,  f—°  1 g = — G b = w,  & ^ — 1 =—  7. 

Cette  préparation  cft  fondée  fur  un  principe  évident , que 

1 

le  produit  X'Z'—X"  A.  Ç (ZA~-)T , 

quelque  foit  la  quantité 

CCXXXVI. 

3.0  On  peut  toujours  par  ce  même  principe  réduire 
l’ordonnée  propofée  y a deux  formes , dans  l’une  desquel- 
les l’expofant  n foit  pofitif,  & négatif  dans  l’autre; 
car  pour  le  faire  palier  du  politif  au  négatif,  on  n’a 
qu’a  divifèr  d’un  coté  par  la  plus  haute  puiflànce  de  x, 
& multiplier  de  l’autre  coté  par  cette  même  puillance, 
pour  ne  pas  changer  la  valeur  de  l’ordonnée  / , & on 
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fera  le  contraire  pour  faire  palier  l’expofant  n du  néga- 
tif au  poiitif.  Par  exemple , fi  on  a l’ordonnée  y — 

^ I 

x 1(^k — lx*)(k  — lx2-\-mxi)  1 laquelle  étant  com- 
parée avec  l’ordonnée  generale  du  Theor.  III.  donne 
l’cxpolànt  n poiitif,  & = 1 , on  n’a  qu’a  divifer,  & 

multiplier  le  polynôme  k — /**— 4- par  x'  ou  aura 

x*  (k  x~~ 5 — / x~~ 1 —H  »j  ) =k — lx2-+m  x*  ; par  confe- 

quentx  »"(£x  1 — /x  ‘—h;»)  ~=(k — /**— Hmx1)  »• 

faifant  la  même  operation  fur  le  polynôme  3^  — / x1 , 
on  aura  3^ — /x*  = x*( — l— *)  & par  confe- 

5_ 

qucnt  l’ordonnée  / — x 1 ( 3 & — l xz)  (k—I x2 -+■ 

M*')  * =X  ( l-¥$kx  )(»» /*  — **^X  3)  *, 

laquelle  étant  comparée  avec  l’ordonnée  generale  don- 
ne l’expofant  n négatif,  ou  = — 1 . 

CCXXXVII. 

4.0  Après  avoir  trouvé  les  deux  expreflions  de 
2 

y ; par  exemple  y — x 2 (3^  — /x*J  (& — / x*  — i- 

m*!  ) 1 , 8cy~x  *(  — /— t-  3 kx~  2 ) (w — / x—  1 — t- 

1 

kx~3)  * , dans  l’une  defquelles  l’expofant  » eft  po- 
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fitif,  8c  négatif  dans  l’autre,  on  comparera  l’une  après 
l’autre  chacune  de  ces  ex  prenions  avec  l’ordonnée  gene- 
rale qui  lui  convient,  8c  par  la  on  déterminera  les 
valeurs  des  lettres  de  cette  ordonnée  generale,  qu’on 
fubldi  ruera  enfuite  dans  la  formule  generale  de  l’aire 
qui  répond  a cette  ordonnée,  pour  avoir  faire  cher- 
chée S.  y d x exprimée  par  deux  fuites,  dans  l’une  des- 
quelles l’expofant  » fera  pofitif,  8c  négatif  dans  l’autre. 
Si  l’une  de  ces  deux  fuites  eft  finie,  c’eft  a dire,  fi, 
après  un  certain  nombre  de  termes,  tous  les  autres  a 
l’infini  s’evanouiflent , ou  aura  l’intégrale  S.  y (f x exa- 
ctement, & en  termes  finis;  mais  fi  les  deux  fuites 
font  infinies,  c’eit  une  marque  que  la  courbe  ne  peut 
être  quarréc  geometriquement,  8c  alors  l’une  des  deux 
fuites  fera  convergente , & donnera  faire  de  la  courbe, 
ou  S.  y d x par  approximation,  excepté  dans  quelques 
cas , dont  nous  prierons  cy— après . 

s 

Par  exemple;  en  comparant  l’ordonnée  y—x  1 X 

1 

( k — /**)(£  — / x'-t-mx  ) 1 avec  l’ordonnée  generale 

du  Theor.  III.  x! ~ 1< x” -*-c xla +/** 

1 , on  trouve  a — 3^,  b=oyc= — •/, 
*=fci/=*,£=— /,£=w, *=£,»=,, ®=— ~=r, 
r-«-A=j= — 1,  , (7c.  8c  en  fubftituant  ces 
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valenrs  dans  la  formule  generale  de  l'aire  du  même 
I „ li—jfA 

theoreme  * R ^ -+•  j * —h&c.)  on  trouve  que 


— • 

tous  les  termes  de  la  fuite  après  le  premier  jj-  s’eva- 


nouiflent,  8c  que  l’aire  S.  ydx= — 2 F 


/*  — /t1 


Car  »*=»  »,  R — R'^Çk  — lx* 

*,  1 

J \ 1 ? ? r t n * 

-+»>*)  >»=*>-  = »•=—  7, a=?k,'=k,  77  = 

t I.4  -i 

— ^ — = — 2,  & par  conlequent  x*Rx{~)^. — 2*  ‘X 
» * 

k — lx^—^•>nx,  — = — 2 * ~~  • 


Il  faut  remarquer  que  l’aire  négative  — 

ry  u ■-  eft  adjacente  a fon  abfciflc  prolongée 

au  delà  de  l’ordonnée.  Car  toute  aire  pofitive  eft 
adjacente  a fon  ordonnée  8c  a fon  abfcilfe,  8c  l’aire  né- 
gative tombe  necelïairement  du  coté  oppofé  de  l’ordon- 
née, & elle  eft  adjacente  a l’abfcilfe  prolongée  au  delà 
de  l’ordonnée , lorfque  le  ligne  de  l’ordonnée  ne  chan- 
ge point.  C’eft  un  principe  general  d’Algebre,  que, 
fi  une  quantité  quelconque  qui  avoit  le  figne  — t-  vient 
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a avoir  le  ligne  — , il  faut  la  prendre  du  côté  oppo- 
fé  a celui  de  la  première  quantité. 

CCXXXVIII. 


5.°  Lorfque  les  deux  fuites  qui  expriment  l’aire 
cherchée  S.ydx,  8c  dans  l’une  defquclles  l’cxpofant  n 
eft  pofitif,  & négatif  dans  l’autre,  font  infinies,  c’eft 
une  marque,  que  la  courbe  ne  peut  être  quarrée  géo- 
métriquement; ou  que  l’intégrale  S.  ydx  ne  peut  fe 
trouver  en  termes  finis  ; alors  l’une  de  ces  deux  fuites 
fera  convergente,  & donnera  cette  intégrale  par  appro- 
ximation, excepté  dans  un  petit  nombre  de  cas.  Car 
* 

fi  qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes  de  la  fuite 

infinie,  eft  plus  petit  que  l’unité,  la  fuite  dans  laquelle 
n eft  pofitif,  fera  convergente,  par  ce  que  les  fraélions 

n » ri  3 n 

— , — , —,  &c.  iront  toujours  en  diminuant,  8c  en- 

f*  e>  ?+ 

n 

fin  s’évanouiront.  Si  -i-  eft  plus  grand  que  l’unité,  les 


fraftions -ï— , , - — , ÔY.,  ou~-»,-~-,-^—  ,ÔY. 

c*  ’ e*  ’ ’ *V  ’ rV  *V"’ 


diminuent  toujours  8c  enfin  s’evanouïffent  , a caufe  que 
e eft  une  quantité  donnée,  Sc  la  fuite,  ou  on  a « né- 
gatif, fera  convergente.  Il  faut,  comme  nous  avons  dit 
excepter  quelques  cas.  i.°  Si  r=?,  le  premier  terme 
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de  la  fuite  *—  devient  infini,  8c  par  confequent  l’aire 

S./Jx  eft  auffi  infinie.  2.0  Si  r efl  un  nombre  entier 
négatif,  un  des  divifeurs  (r— hile,  (r—h2)e,  (r— *-3)^, 
Ô*r.  devient  neceiTairemcnt  =0;  par  confequent  on  aura 
dans  la  fuite  un  terme  infini,  & l’aire  S.jdx  fera  en- 

n J_ 

core  infinie.  3.°Si  —p  = 1 , ou  x = e”  , la  fuite  fera 

inutile  pour  trouver  faire  indéterminée  S.ydx‘t  puifque 
x fera  une  quantité  confiante.  4.0  Il  y a encore 
quelques  autres  cas,  ou  les  coefficients  des  termes  de  la 
fuite  font  quelle  ne  converge  point,  lorfqu’autrcment 

elle  devroit  converger;  par  exemple,  foit/  = f-~~— 
*'  1 . (e-+f  x ; en  comparant  avec  l’expreffion 

generale  x,— 1 (e-¥fx”)K~l y ona?=i,  >1—  1 , A=o, 

r==~  = 1,  s—  1 ■>  & la  fuite  qui  exprime  faire,  de- 


vient 


î(i— 1.  ££■ 

* ' * * ! S 


r* 


-+-  - 

s 


ri  A 

* x 


6*r.  a l’infini);  or  on  voit  qu’en  fuppofant  dans  cette 

fx 

fuite  — plus  grand  que  l’unité,  elle  ne  peut  converger, 
quelque  foit  la  valeur  de  - , mais  dans  ces  cas  la  con- 
vergence dépend  de  la  valeur  des  coefficients. 
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CCXXXIX. 

6.°  Suppofé  que  l’ordonnée  propofeé  y foit  égalé 
au  produit  d’un  fafteur  rationel  ^ & d’un  autre 

fafteur  irrationel  irréductible  T , & que  la  racine  ra- 
tïonelle  T de  î’  ne  foit  point  un  divifeur  de  on 
comparera  l’ordonnée  /,  ou  QT  avec  l’ordonnée  ge- 
nerale x 1 Rk  1 (iï  — t- b x”  — h r*1" —4-  &c.  ) , en  faifant 

1 ( a — I-  b x1— hcx~  t-  &c.  ) , 7’=iî.  = e—4- 

fx,‘-t.gXin-i.&c.yTT,  ou  RT=  par  confequent 

A — 1 t , Je  A = 7r  — h 1 ; mais  fi  la  racine  T du 

fa&cur  irrationel  T divife  une,  ou  plufieurs  fois  le  fac- 
teur rationel  de  forte  qu’on  ait  PT , P étant 
un  fafteur  rationel,  qui  11’eft  plus  divilible  par  T,  & 
l’expofant  r étant  un  nombre  entier  & pofitif  quelcon- 
que, on  aura  l’ordonnée  propofée  / = PT''+T,  & on 
fera  P = x*  1 ( a— \-bxn  — t-cx1”— +-  Ô*c.  ) , T == 
R*  "+  T = Rv  r ; par  confequent  A — 1 = ^ -+•  r > & 
A = t- 1 ; par  exemple,  fi  l’ordonnée  propofée 

T 

cfl  y = xz  (2-*-x)(i-+xx)  5,  on  fera  *’(2-+-x) 
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=x*  ' ( a —h b xn  -+■ Ô*i r.),  1— *-x x—R—c— \rfxa— t-gx*  " 

-L  ^ —I  t - 

— hÔV.,  R ~=R  , A — 1 = — - , & A = -,  ce  qui 

donnera  a = 2,  l>=  1 , c = o,  e = i,f—  o,g—i, 
b = o,  6=3,  » = i;  valeurs  qu’il  faudra  fubliituer 
dans  la  formule  generale  de  l’aire,  pour  avoir  l’intégra- 
le S.  yàx.  Mais  fi  ^ = x*  ( 2 — x ) ( X — *-xx)*(i  — t- 
**)“ 7,  on  fera  x*(  2 — »-x)  = x9  — 1 ( a— ¥bxn  — 4-ÔV.); 
R—i  -4-x x—e-+f * — t-gx*"  — (•Ô'r.jJ  1— t-xx)* ( 1 -+■ 

xx)  i = (n-x*)î=üi=R>‘  par  confequent 
A — i=i,  & A=-j;ce  qui  donnera  les  mêmes  va- 

g 

leurs  des  lettres  <*,  b,  r,  r,  /,  g,  ô,  »,  & - pour  A 
a fubftituer  dans  la  formule  generale  de  l’aire. 

CCXL. 

7.0  Si  l’ordonnée  y eft  une  fraétion  rationelle  ir- 
réductible, dont  le  dénominateur  foit  compofé  de  deux, 
ou  d’un  plus  grand  nombre  de  termes,  il  faudra  refou- 
dre ce  dénominateur  en  fes  divifeurs  premiers;  & fi  par- 
mi ces  divifeurs  il  s’en  trouve  quelqu’un  qui  n’en  ait 
point  d’autre  égal,  la  courbe  ne  pourra  point  être  quar- 
rée  geometriquement , ou  l’intégrale  S.ydx  ne  fera 

Ccc 
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point  algébrique,  mais  elle  dépendra  de  la  quadrature 
de  l’hyperbole,  ou  de  celle  du  cercle,  ou  de  toutes  les 
deux;  car  alors  la  fraélion  rationelle  propofée  pourra  fe 
partager  en  plufieurs  autres  fraélions,  dont  l’une  aura 
pour  dénominateur  le  divifeur  premier  qui  n’a  point 
d’egal  parmi  les  autres  divifeurs,  & l’intégration  de  cet- 
te fraélion  dépendra  de  la  quadrature  de  l’hyperbole  ou 
du  cercle,  comme  nous  l’avons  démontré  dans  la  theo* 
rie  des  fraélions  rationelles.  On  pourra  neantmoins 
trouver  cette  intégrale  par  approximation  fuivant  les 
Theoremes  III.,  & IV.  de  l’Article  precedent.  Ce  que 
nous  venons  de  démontrer  fert  d’eclartiflement  a un 
endroit  qui  a paru  oblcur  dans  le  traité  de  la  quadra- 
ture des  courbes  de  Newton,  ou  ce  grand  Gcometre 
s’exprime  ainfi  : Si  ord inara  cji  fraüio  rationalis  irredufti- 
bilis  cum  denominarore  ex  duobus  vcl  pluribus  terminis 
eompofito , refolvcndus  ejl  denominator  in  divi  fore  s fuos 
o mues  primos  ; Ô*  ft  divi  for  fit  aliquis , eut  nul  lu  s alius 
ejl  œqualis,  curua  quadrari  nequit.  En  effet  nous  venons 
de  démontrer  que  dans  ce  cas  l’intégration  dépend  de 
la  quadrature  de  l’hyperbole,  ou  de  celle  du  cercle,  ou 
de  toutes  les  deux,  & que  par  confequent  cette  courbe 
ne  fera  point  quarrable  abfolument . 

On  pourroit  démontrer  la  même  chofe  immédia- 
tement fans  avoir  recours  au  Chapitre  des  fraflions  ra- 
ÛQnelles.  Il  faut  pour  cela  fe  rappeller  un  principe  d’al- 
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gebre.  Soit  une  intégrale  a— \-bx*  -+-cx'ln  -¥ex* 

qui  ne  renferme  qu’une  variable , dont  la  différentielle  eft 


nbx  ldx-+-inc*ln  ldx— H 3 n e J " ldx  &e.  fi 
les  différens  termes  a— y-bxn— \-cx*  ” — t-Ô’c.  font  multi- 
pliés refpeéuvcment  par  les  expolâns  des  puilfances  de 
x , & qu’ou  divife  le  produit  par  x , il  efl  démontré 
dans  les  elcmens  d’algebre  que,  fi  la  quantité  qui  en 

refulte  nb x”~~ 1 — t-  2 ttex1  »-  ÔV.  a quelque  divifeur 
premier  commun  avec  la  quantité  propofée  a—>rbx'-Jr 
ex1  ” — »-Scc.,  ce  divifeur  premier  fera  contenu  une  fois 
de  plus  dans  cette  derniere  quantité,  que  dans  la  pre- 
mière, & par  confequent,  fi  l’intégrale  propofée  a quel- 
que divifeur  premier  commun  avec  la  différentielle,  ce 
divifeur  fera  contenu  une  fois  de  plus  dans  l’intégrale, 
que  dans  la  différentielle . De  plus  on  fçait  par  les  prin- 
cipes du  calcul  différentiel,  que  la  différentielle  d'une 
fraftion  irrationelle,  qui  ne  renferme  qu’une  variable 
ne  peut  jamais  être  rationelle,  & que  la  différentielle 
d’un  entier  rationel  ne  peut  jamais  être  une  fraélion. 

Maintenant  foit  — une  fraftion  rationelle  irreduéli- 


ble,  qui  reprefente  l’aire  d’une  courbe,  par  confequent 
quarrable , dont  la  différentielle  ^ , & l’ordon- 

nce  une  fraélion  rationelle.  Dans  l’expreflion  différen- 
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ticlle  — r“ ■■■-,  chaque  divifeur  premier  du  dénomina- 
teur pourra  le  divifer  un  certain  nombre  de  fois 
pair,  puis  que  c’eft  un  quarré,  8c  il  divifera  un 
nombre  de  fois,  qui  ne  fera  que  la  moitié,  8c  la  diffé- 
rentielle de  encore  une  fois  moins  que  la  moitié 
(par  le  principe  precedent).  Or  foit  fuppofé  D ce  di- 
vifeur  premier:  fi  ü divife  deux  fois,  il  ne  divifera 
point  du  tout  le  numérateur;  car  D divife  Qd  P pre- 
mière partie  du  numérateur,  puifqu’il  divife  une 
fois  ; mais  il  ne  peut  divifer  l’autre  partie  du  numéra- 
teur, puifqu’il  ne  peut  divifer  <^i^_(par  le  même  prin- 
cipe) ny  P ( par  hyp.)  , P 8c  jetant  premiers  entr’eux, 
ny  par  confequcnt  Pd  Q.  Donc  D ne  peut  divifer  le  nu- 
mérateur £J_d  P — P d Qj,  quand  il  ne  divife  que  deux 
fois  le  numérateur  j^.De  même  fi  D divife  quatre 
fois,  il  ne  peut  divifer  qu’une  fois  le  numérateur  Qd P 
— P d car  il  divife  Q_dP  deux  fois,  8c  — Pd£)_  une 
fois  feulement,  par  la  même  raifon  que  cy-deilus , 8c 
par  confequcnt  il  ne  peut  divifer  qu’une  fois  le  numéra- 
teur , quand  il  divife  ^ quatre  fois.  On  voit  par  le 
même  raifonement  que,  fi  un  divifeur  premier  divife 
un  certain  nombre  de  fois  le  dénominateur  , il  di- 
vifera le  numérateur  une  fois  moins  que  la  moitié  de 

ce  nombre  ; donc  , la  fraflion  r>.d  r ° etant  redite  4 
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lés  plus  fimples  termes,  il  ne  peut  y avoir  de  divifeur 
premier  dans  le  dénominateur,  fans  qu’il  ait  fon  égal 
8c  par  confequent,  fi  l’ordonneé  d’une  courbe  eft  une 
fra£Uon  rationelle  irreduélible  qui  contienne  quelque 
divifeur  premier  dans  le  dénominateur,  fans  en  avoir 
d’autre  égal,  la  courbe  ne  fera  pas  reduflible  a la  for- 


UP  — PHO 


, 8c  par  confequent  ne  fera  pas  quarrablc. 


CCXLI. 


8.“  Si  parmi  les  divifeurs  premiers  de  la  fraélion 
rationelle  irreduélible,  qui  eft  égalé  a l’ordonnée  y , on 
en  trouve  deux,  ou  plufieurs  égaux  entr’eux,  il  faudra 
rejetter  un  d’eux;  8c  s’il  en  refte  encore  deux,  ou  plu- 
fieurs égaux  entr’eux , mais  différens  des  autres , on  en 
rejettera  encore  un  d’eux,  8c  on  fera  la  même  chofe  a 
l’egard  de  tous  les  autres  divifeurs  égaux,  qui  pourront 
refter,  c’eft  a dire,  qu’on  en  rejettera  un  de  chaque 
efpecc.  Enfuite  on  mettra  pour  R dans  l’ordonnée  ge- 
nerale le  divifeur  premier  qui  reliera,  ou  le  produit  de 
tous  les  divifeurs  premiers  qui  relieront  après  cette  o- 

peration , 8c  on  écrira  R~ 1 pour  RK~l , ce  qui  don- 
nera A — — i.  Il  faut  excepter  le  Cas,  ou  le  produit 
des  divifeurs  reftans  eft  un  quarré,  ou  un  cube,  ou  gé- 
néralement une  puiflance  quelconque  , dont  l’expolânt 
eft  un  nombre  entier,  8c  pofitif,  plus  grand  que  l’uni- 
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té,  que  nous  d alignerons  par  <r  ; car  dans  ce  cas  il 
faudra  mettre  la  racine  de  cette  puiifance  pour  R,  & 
l’expofant  de  la  même  puiifance  pris  négativement  pour 
A,  ou  faire  A = — & réduire  la  fraélion  rationelle, 

• f J 

qui  eft  égalé  a l’ordonnée  y , au  dénominateur  R 

Pour  bien  faire  comprendre  la  raifon  de  ces  pré- 
parations , que  preferit  M.r  Newton , fuppofons  que 

l’ordonnée  y foit , fonélion  rationelle  irredu- 

' S£  tt  X ' 

élible,  dont  le  dénominateur  ait  pour  fes  divifeurs  pre- 
miers Ô*r.,  T,  T,  T,  (yc. , X,  X,  X, 

ÔY.,  on  rejettera  un  de  chaque  efpece  de  fes  divifeurs 
égaux,  c’elt  a dire,  un  un  T,  un  X,  & on  met- 
tra pour  R le  produit  ^ 1 T 1 X’  1 , de  tous 

les  autres  divifeurs  qui  relient;  par  confequent  on  aura 

1 X1'  I=R‘.  Enfuite  on  réduira  la 

fraélion  — - — au  dénominateur  R*,  ou  ©1T  * X 

Qj  TT  X 

T1t__iX1  1 ; en  fuppofânt  que  le  numérateur  de 
cette  fraction  ainft  réduite  foit  Ny  on  aura 

.=^jrp-;  t»r  confequent  N= 

PQ~ *Tt— 2 x’— * , & l’ordonnée  y fera  exprimée 

par  la  fraélion  *»  ■ ■ On  mettra  donc 

r q1  T — * j'1  t — * » — * 
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élans  l’ordonnée  generale  x Ri  1 ( a - 


■b*n- 


•cx- 


•&c.)  le  numérateur  Rj^  * 7*T  2 X7  2 pour 

" 1 (a-k-b  x 


dénominateur  , ou  ' T ' X 


c x*  * — *-  &c.  ) , la  racine  quarrée  du 

pour  R y ou 

pour  e— h/V*  — l-gx1"— +-ÔV.,  & R-2  pour  RK~'  , 
ce  qui  donnera  R— — i . 

Pour  rendre  raifon  du  Cas  excepté,  foit  l’ordonnée 

r 


7 


rr , <r  étant  un  nombre  entier 


pofitif  plus  grand  que  l’unité,  & T,  X des  di- 
vifeurs  premiers,  & inégaux,  en  remettant  un  de  ces 
divifeurs  égaux  de  chaque  efpece,  on  aura  / = 
PP 

:T~:; , ...  = . . ■ , & le  produit  des 

divifeurs  reftaus  fera  la  puilfance  (4?JTTX’)'.  On 
fera  donc  fa  racine  ^J7*TX'  = Z,  & on  aura  / = 


, & propre  a 


. Maintenant,  pour  trouver  le  numérateur  N 

QT  X.  Z*  7 r 

P 

d’une  autre  fraflion  e®ale  a 

17  sitx.z* 

être  comparée  avec  l’ordonnée  generale  x*~  ‘r*-  1 X 

(a-+bxn-+cxln-*-&c.),  qu’on  fuppofe  "7=^y-;  , 

& on  aura  =P£-  T2"1  X 
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X 1 ; donc,  en  fuppofànt  encore  Z,  ou  JjT T*  X*  = 

R — ?-¥(»”— h-£jv.,  on  aura  R ; 

par  confcquent  on  pourra  comparer  la  fraélion  propose , 
ou  l’ordonnée  y avec  l’ordonnée  generale,  en  faifant 

P<£-'  r~l  X~l  =x'-1 

jçT T X1  =Z  = R=c-+fx,-+gxZtt-+<D-c.^Z~''- 1 

—R  r 1 = R*  1 , ce  qui  donne  A = — <rj  com- 
me on  l’avoit  dit. 

Exemple  pris  des  quadratures  de  Newton  . Soit 

l’ordonnée  y— parce  que  cette 

fraélion  efl  irreduélible , & que  le  dénominateur  a fes  di- 
vifeurs  premiers  égaux  x — i,  x — i,  8c  x— t-2,  x— «-2, 
on  en  rejette  un  de  chaque  efpece,  fçavoir,  x — t,  8c 

x— *-2,  on  met  pour  R le  produit  x5  — jx— t-2  des 

divifeurs  reftans  x — i,x— 1-2,  8c  on  fait  R *=  R*  ', 
ou  A=  — i.  Enfuite  on  réduit  la  fraélion,  ou  l’ordon- 
née propofée  au  dénominateur  R1,  8c  comme  cette  fra- 

élion *'-+'*-* £ eft  = 

(x — i)(x-+z)(x3 — jx-l-z)  (x — i)(x-+i)Aï 

on  la  réduit  au  dénominateur  R1  en  multipliant  le  nu- 
mérateur, & le  dénominateur  par  R,  ce  qui  la  change 

en 
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( ,*  -4-  x4  — 0 *’  ) Ç x»  — ? « -+  1 ) __ 

(*-l)(«-+i)A* 

( x'-hx*—  8 x’  ) ( x — Q (x  — Q ( x-4-  » ) __  ( x'-t-  x4—  a-t1  ) ( x — * I ) 
(x— 1 Rl~ 

= = *?(8  — <?*  -+*5)  ( **—  3 *“♦*  2)"  *, 

5c  en  comparant  cette  ordonnée  avec  l’ordonnée  gene- 
rale*5-1 '(/7— t- b x"-+- c x1  n— on  aura  x?(8 — 

px— +-*’)  = *'  '(<î— *-rx* h/*'  j & com- 


me nous  avons  déjà  trouvé  -3*— 1-2  = R = e-+ 

f*”-+g*ln— i i-ÔV. , on  a 6 — 1 = 3,  » =:  1 , 
A- — 1= 2,  rf=8,£=* — J) , f = 0,  </  =r  I , e—Z  ,/*— 

— 3>S=0>a=ï»  A=—  I,  ô=4=r>  î=3»#  = 2> 

11=1;  & ayant  écrit  ces  valeurs  dans  la  formule  ge- 
nerale de  l’aire  x*  R*  ( -S—  -+•  ",  t-ÔV.V  on 

aura  l’aire  cherchée  =— — , tous  les  termes  de 

*5 J X-+2 

la  fuite  s’evanouïlfant  après  le  premier. 

Exemple  pour  le  Cas  excepté.  Soit  l’ordonneé  y 

— 1 Tti..* fraction  dont  le  dénominateur  a 

I — îx'-hjx4  — X4 

pour  divifeurs  premiers  1— *,1  — x,  1 — - x,  i-+-x,  1— h 
x,  1 — ayant  rejetté  un  de  chaque  efpece  de  ces  di- 
vifeurs  égaux,  c’eft  a dire,  1 — x,  1 -+-x,  le  produit  de 

Ddd 
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ceux  qui  relient  fera  (i  — x)(i — x)(  i —*■*)(  i -+*) 
= (i — **)*,  on  fuppofera  donc  i — -xx=R,  A = — 

î,&R"'’’I=R->,  & la  fraélion  propofée  fera 


I -4-  ? * 1 2t 

( I — x)(  i -)-*)(  1 — **)*  (l  — **)*’ 


qui  elt  déjà  réduite 


au  dénominateur  R*  ; on  la  compare  donc  avec  l’or- 
donnée generale  x~  ‘R'  ‘(iH-iZ-f  t x1”  — *-£V.)  , 
en  faifant  i -4-2  x,  ou  x°  (x  -t-2  x)  = x*—  r(^— y-bx”— t- 


rxl  " — h £?c. ) , 8c  i **  = R = f — bfx  — HjJX1"— +• 

Ô*r.  ; d’ou  l'on  tirera  les  valeurs  fui  vantes  6 — r=o,5 
= i,*=i,*=2,r=o, »=:,*=!  ,/— o,5  =— i, 


/j=o  , ^—r=  iys  — r— 1-\—  i — 2 =— ■ i ,r~s— H 
A=. — 3,«=/— i-A= — 5,  &c.,  quon  fubitituera  dans 


o x * 

la  formule  generale  de  l’aire  x R — t- 

ÔV.  ^ pour  avoir  l’aire  cherchée  S./dx. 


CCXLII. 


Enfin  fi  l’ordonnée/  eli  une  fraflion  irredufli- 
, dont  le  dénominateur  4ATTfoit  le  produit  d’un 


fafieur  rationel  8c  d’un  fafleur  irrationel  TJ , il  fau- 
dra trouver  tous  les  divifeurs  premiers  de  la  racine  T 
du  fafteur  T T , en  rejetter  un  de  chaque  efpece , 8c 
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multiplier  enfuite  le  fumeur  rationcl  Q par  les  divife- 
urs  rcitans,  s’il  en  refie,  & fi  ce  produit  elt  égal  a la 
racine  T,  ou  a fa  puiflànce  T*,  dont  l’expofànt  <r  foit 
un  nombre  entier,  on  fera  T = R— e-\-fx— v-gx1” 
— HÔ'r.,  8c  \ — i=  — r — <r,  par  confequent  R*  — '= 
R T — % & on  réduira  la  fraétion  propofée  au 

dénominateur  R7~*"'i  pour  la  comparer  enfuite  avec 
l’ordonnée  generale  x*  ' r!  l(a-+l>xa— t-cx*  hJTV.). 

Car  fuppofànt  T — TC Z\  8c  que  les  divifeurs  premiers 
foient  A',X,X,8cc.,Z,Z,Z,8cc.,  après  avoir  rejette  un 
divifeur  de  chaque  efpece,  ou  un  X,  8c  un  Z,  on  mul- 
tipliera le  fafleur  ^ par  le  produit  X*~~  1 Z'—  ' des  di- 
vifeurs reflans,  pour  avoir  le  produit  4?.  X*~~ 1 Z’~ 

T’ . Si  on  fait  T ==  R = e -+f  x"  — f-^x2  ” — i-  &c. , 8c  A 
— i = — r — a , par  confequent  R ~~  *=  R~7~ r,  l’or- 
donnée y , ou  la  fraction  — — fera  — . 

Q Tr  iKRT 

Maintenant  pour  réduire  cette  fraélion  au  déno- 
minateur R fuppofons  que  le  numérateur  de  la 

fraétion  réduite  foit  À\  de  forte  que — ■ — = -,  on 

aura  N=^~-}  8c  puifque  QX"  1 Z"— ‘ = 7^  = 

R 7 ( par  la  fuppofition  ),  on  aura  = ,y  ; 
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par  confequent  A—  P.  XT  'Z'  * , & la  fraélion  ou 

l’ordonnée  propose — — - ~ z=zP.X  1 X 

r r Q.T'  R ■ -*r 

Z * . R ’ , qu’on  comparera  avec  l’ordonnée 
generale  x,_I  Rx— 1 x" -+cxln-¥{2‘c.)y  en  fâi- 


fant  P.X T 1 Z‘  ~x0  (tf— \-bx  — t-cx*”— t-&c.)  , 

R —e  — (-/**— f gx1  r-viT’r.  &.  A — i = — r — r y ou  \ 


Exemple.  Soit  l’ordonnée  y — 


*?’  — ?4  » — >•  o x x — 7 7 x*  — 6?» 


dans  laquelle  le  fâ- 


(îî— **)  (?’-+??* — 7**— x’  )’ 


fleur  rationel  ^ fera  <7  q — x x , & le  faéleur  irra- 

1 

tionel  T iera  (q'-+qqx~~  q x x — *î),j  par  confe- 
quent  T=.q‘  -+-qqx — qxx  — x , & l’expofant  T==p 

les  divifeurs  premiers  de  T font  ?-+x,  <7-4.*,  <7  — x, 
dont  on  rejettera  les  deux  q-+xy  & q — x,  & on 
multipliera  par  le  divifcur  reliant  <7  -t-x  le  faéleur  ra- 
tionel qq  — XX  ; on  aura  pour  produit  q*-¥qqx — 
tlxx  *3  > qui  cil  égal  a la  racine  T du  faéleur  irra- 
tionel  T*  • par  confequent  l’expofant  <r=i;  on  fera 
donc  q ->rqqx  — qxx  — x5  = R =ze-+fxn-+g 
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Z97 


enfuite  on  réduira  la  fraction  propose  y au  denomitia- 


4 

teur  R\  en  multipliant  Ion  numérateur,  & fon  déno- 
minateur par  le  divifeur  reliant  q — t-x,  ce  qui  ne 
change  point  la  valeur  de  la  fraélion,  & rend  fon  de- 

*_  « 

nominateur  égal  a R.’,  ou  (q*-+-qqx  — qxx — )’  • 

par  cette  réduction  l’ordonnée  y fera  exprimée  par  la 

fraction  x ( 3 q — +•  2 q'  x — +•  8 q* * * — t-  8 q1  — 7 q q #4 

* 

— à*}*1  ) (tfJ  ~*‘CHX  — ?**—**)  *»  qu’on  comparera 
avec  l’ordonnée  generale  **  1 R 1 ( a -+-  b x*  — h c x1  ■ 

— »-  &c.  ) , en  faifant  x°  ( $ q6 2 q*  x -i- $ q*  x x-+ 

5 qx^  — ‘y  qqx  — 6 qx’)  — x ~ 1 ( <7  — b x”  — f c*1  ”_+. 
ÔV.)  ; q —¥•  9 q x — qxx  — x*  — e -b f x”  ~*rg  x1  " — h (?c. 
— R , & A — 1 — — > * , ou  A = — d’où  l’on  tire 

*=3q\l>=Zq\&c.,e  = q\f—qq>&c.i6—i=o1 
ou  e=i=»,  A=— - i,  r=i,  r=i,r  = I,  u=zo, 

6 ayant  fubftitué  ces  valeurs  dans  la  formule  generale 

1 ^ 1 y j yve 

de  l’aire  **  R*( 77 — ) , on  trouvera 
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l’aire  cherchée  S.  y d x — ■ 1<r  9 ' * 1 par  ce 

|/j 

r H -*-??* — H**  — * 

que  tous  les  termes  s’evanouifl'ent  après  le  troiiierae. 
CCXLIII. 

V T 

io.°  Si  l’ordonnée  y=zP.Q^.T'‘  , produit  de 
trois  faveurs  ; dont  le  premier  P foit  rationel,  & les 

T T 

deux  autres  Jjjj,  & T”  irrationels,  & irreduétibles,  on 
pourra  la  comparer  avec  l’ordonnée  generale  du  Theo- 

reme  IV.  x*  lR  'S  ( a — H b x"  -+  r x*  ” -+  (7c.  ) 
en  fuppofant  P — x*  1 (a-hbxn  -4- ex1 ’-+■  (7c. ) ; 

R — e -+/x"  -<r&  x1  » (7c.;  A — i = = , T=S=  k -+■ 

l x”  -t-rn  x*n  —*~(7c.y  8c  — 1=-^,  d’où  l’on  tire  les 
valeurs  des  lettres  de  la  formule  generale  de  l’aire 

X 1 4 

te  R S ( — t-  (7c.  ) . Mais  il  fera  quelque  fois  plus 

fimple , 8c  plus  commode  de  comparer  l’ordonnée  pro- 
pofée  avec  l’ordonnée  generale  du  Theoreme  III.,  ce 
qu’on  peut  toujours  faire  en  reduifant  le  produit 

W T 

jÇP'  T ’ des  deux  fréteurs  irrationels  a la  forme 

f 

(j g_~'TT')'  , 8c  en  fuppofant  enfuite  P = x9~ 1 ( — *- 
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bxn-*cx*”-*.&c.)  ; < £"T”=zR , & A — i = 77. 
Si  les  dénominateurs  <r,  & » des  expofants  7 , 8c  7 

T t I 

font  les  mêmes,  on  aura  (jP  T*  =z(G/Try  y on 
fuppofera  T — R , 8c  A — 1=7*  Par  exemple, 

I T_ 

fi  l'ordonnée  / = (i-*-2x)(i— *-x)*(i  — x ) 1 , on 

pourra  fuppofer  x*  ( 1 —h  2 x ) = *5  1 ( a — H b x”  — H &c.  ) , 

I— t-x  = jR,  A — 1=7,  1 — x — S,  8c  y. — i=i; 

on  fe  fervira  de  la  formule  du  Theoreme  III.  en  fai- 

1 

fant  1 — xx  = R,  8c  A — i = i;  car  ( 1 — xx)*  = 

I T_ 

(i-t-x)*  (1— *)‘  . 

T T 

Si  dans  le  produit  P.jjP'.T' =/,  le  faéleur  ra- 
tionel  P eft  divifible  par  l’une,  ou  par  l’autre  des  ra- 
cines 8c  T,  ou  par  toutes  les  deux;  par  exemple, 

£>—  Z q — f-  L 

fi  P — X£fT\  ou  fi  y — X.  Q r. T ’,  on 
pourra  fuppofer  X=.x~l  (a-t-bx”— hcx1"  — bÙ’c.  ) 

<2= R,  />-+i=a— 1,  r=s-,  & <7-*- 7=.“— 1 , 

ou,  en  reduifant  les  expofans  p — t-7  , 8c  au  mê- 
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me  dénominateur  c * , fe  fervir  de  la  formule  du 
Tlieoreme  III. 

Si  l’ordonnée  y ~ — — , fraction  irréductible , 

qt'  £ 

dont  le  numérateur  P foit  rationel,  8c  le  dénominateur 
lôit  le  produit  du  fadeur  rationel  8c  de  deux  au- 
tres fréteurs  irrationels  Sc  irredudibles , il  faudra  trou- 
ver tous  les  divifeurs  premiers  des  racines  T 8c  X,  8c 
en  rejetter  un  de  chaque  efpece;  enfuite  on  multipliera 
fuccedivement  le  fadeur  rationel  par  tous  les  autres 
divifeurs  premiers  reftants  de  T,  puis  par  tous  les  au- 
tres divifeurs  premiers  rellans  de  X,  enfin  par  tous  les 
autre*  divifeurs  rellans  de  T 8c  de  X;  8c  fi  un  de  ces 

produits  que  nous  appellerons  Z efl  égal  a T^,  ou  a 

q p q 

X , ou  a T X' , les  expofans  p 8c  q étant  des  nom- 
bres entiers,  on  multipliera  encore  le  numérateur  P de 
la  fraction  y par  Z , 8c  on  écrira  dans  fon  denomina- 

teur  T , ou  X,  ou  r X , au  lieu  du  produit 
ce  qui  ne  changera  point  la  valeur  de  la  fradion  y y 

T 

•J*** "P 

8c  donnera  a fon  dénominateur  la  forme  de  T'  X 

•K  TV  TT 

— — — H-f  “ — — f ^ 

X%  ou  de  Tu  X*  , ou  de  T'  X*  alors  on  fup- 

pofera  PZ  = *9— 1 (*-+•/>#’’  — ne#1  ’-+■  (Je.  ) , T — R y 

X— S 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  VI.  401 

X~Sy  lexpofant  de  T dans  le  dénominateur,  c’eft  a 

dire,  7-4 -/>,  ou  7 = ^-— 1,  & lexpofant  de  X,  c’elt 
a dire,  7,  ou  7 — x. 


ARTICLE  TROISIEME. 

Application  de  la  Théorie  precedente. 

CCXLIV. 

Lemme  . Si  yd*  eftla  différentielle  de  l’aire  d’une 
courbe,  dont  labfcilTe  foit  x,  & l’ordonnée  / (a 

x"  —k.cx^  —(-  iTr.  )T,  on  pourra  toujours  l’intégrer 
algébriquement,  ou  par  la  quadrature  de  l’hyperbole, 
lorfque  l’expofant  fera  un  nombre  entier  pofitif.  Car 
on  n’aura  pour  cela  qu’a  développer  la  puilfance , dont 
l’expofant  eft  tt,  multiplier  enfuite  chaque  terme  de 
cette  puifl'ance  par  xT</x,  & intégrer  chacun  de  ces 
termes  feparément;  ce  qu’on  pourra  toujours  faire  ab- 
folument  , ou  par  les  logarithmes . Mais  lorfque  tt  fera 
un  nombre  rompît,  ou  un  nombre  entier  négatif,  on 
cherchera  l’intégrale  S.ydic,  en  comparant  l’ordonnée 
y avec  l’ordonnée  generale  du  Theoreme  III.  réduite  a 
Ja  forme/  1 8c 

Eee 
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on  aura  S.  ydx—x  -+-£ **"-*■  &c>)  (— 

tfA  » f (t-4-i  )fB-+rgA  \ j_I, 

r— t-i»*  V r— t- 1 . e / 

? ’—ôf.) (Art.ccvm.). 

\ r-l-j.e  ' 


CCXLV. 


Problème  I.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 


tielle binôme  xT d x (</—+■  b x )T  , ou  la  réduire  a la 
quadrature  de  la  courbe  la  plus  (impie . 

Solution  I.°  On  a dans  cette  différentielle  1 or- 
donnée y-—x1(a-+l>xr)‘r=zx  "+  (b-y-ax  ')  ; on 
la  comparera  fous  ces  deux  formes  avec  1 ordonnée 

' 1 (e— t-yy1)’’- 1 en  faifant  g=.o—/by  (2c.  dans 
l’ordonnée  generale,  & on  aura  l’aire  S.y dx=x9  (e-+ 


/V)V 

J ' \re  r -+i.t 


(/-Ml/’fl  in  (H-  ï )fC  J » 

AC  1 x 

r-+i,f  r— hj.# 


ÛV.  ) ( Art.  ccx.  ) . Dans  cette  fuite 


î=r— t-A 


» 


b=-Æ- 


r— t-  X .e 


ç.  (f-n)/~g 

r— h 2 . e 


^ ' -+*.). f.c.  &c.>  & en  fubfli tuant  ces  valeurs  de 
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B,  C,  D,  &c.t  on  trouve  S.  y dx  — x (c— *-/V’)x  X 
/•JT  Z'*f  » -(i./-+I  )./• 

V fff 


r.  r-*-  1 . e 


r.  r-+  1 . r-4- 1 . e 


I A 
- X 
n 


(e-+fx'f  C-i- 

^ J " r.r-t- i 


T.r* 


r . r -+  1 . r -*■  z . e’ 


1 . r— t-  S.J-t-  Z . T ?»  . /m  N 1’  l> 

=C2~  :—  — — -x5  -+Cf.  );  dou  Ion  voit  que 

r.r— t-i.r— H . r -+  3 . f + ' 1 

cette  fuite  finira  après  le  premier  terme,  lorfque  s—oy 
quelle  finira  après  le  fécond  terme,  lorfque  s— — i, 
après  le  troifieme , lorfque  s = — 2,  après  le  quatriè- 
me, lorfque  s = — 3,  &c. , 8c  que  dans  tous  ces  Cas 
l’aire  S.  y d x fe  trouvera  en  termes  finis . Il  faut  ce- 
pendant excepter  le  Cas , dans  lequel  s étant  égal  a 
— 2,  — 3,  ÔY.,  r ferait  égal  a — 1,  — 2,  — 1,  0, 
8c  en  general  toutes  les  fois  que  r fera  =0,  ou  un 
nombre  entier  négatif  pas  plus  grand  que  1;  car  alors 
il  eft  clair  que  la  fuite  renferme  necelfairement  quel- 
que dénominateur,  qui  devient  zéro,  & que  par  con- 
fequent  la  fuite  devient  infinie . 

II.0  En  comparant  l’ordonnée  y fous  la  forme 
xT  (a— \-bxry  avec  l’ordonnée  xJ— 1 1 (<?  — bfxr>)x  *,  on 
trouve  e=zayf=.by  f — 1 = r,  fi=r— t- 1 } À — i = tt, 

Azzzir  — H 1 , n—v,  r = - = — — _ s = r— +-  A = r — V 

* * fi  9 t 


t — t- 1 = — +- 1>  — t- 1 , 8c  l’aire  S. y dx  = -^  xT-+1  X 
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^ *r-+  -J_r_  , »• 

\ra  r.  H-  1.4  r-r-H,  M-î.  <f 

— — — — ■ — " ^ ■■  x'  * — H . Cette  aire  fera  algebri- 

r.r-M.  r-n.r-fj.rf4  ' 

que,  ou  exprimée  en  termes  finis,  lorfque 

fera  un  nombre  entier  négatif  ou  zéro. 

III.  ° En  comparant  l’ordonnée  y fous  la  forme 

*T (b  -¥ax~7)*  avec  l’ordonnée  #’  “‘(e— (-/x”  )x-1^ 
on  trouve  e=b,  f—a,  é — x = t — t-a-?r,  6=r  — t-mr 

, 0 f T-fn-fA 

-4.1,  A = t7-»-i,  ;j  = — <r,  r=-=— ^ J, 

s = r-+^— t-i  = — 1 , & l’aire  S. y </#=-—-  X 


t -f  c » —4*  1 / / , — r \ir -fi  f * sa 

n (b-¥a*  ) -7—  - -4. 

V y \'*  r.r~  4\«' 

/■  r— H.«*  J.  /-t-  I.  j— h 2.  a*  Ù*r  ^ • 

r.  r-+ 1.  r-h  2.  &*.  X1T  r.r-M.  r-+i.  r-+j,  /* 

cette  aire  fera  algébrique  lorfque  fera  un  nom- 


bre entier  négatif,  ou  zéro,  & il  faut  remarquer  qu’on 

peut  mettre  dans  fon  expreffion  #T_+  l~~"r  (<»-+-£ xT  )T*+* 

au  lieu  de  xr~+,r~¥l  (&-+ax~r)'r~+ï , ces  deux  quan- 
tités étant  égalés  entr’elles. 

IV.0  Si  les  fuites  des  aires  font  toutes  les  deux  in- 
finies, il  faudra  réduire  la  différentielle  propofée  a cel- 
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le  de  la  courbe  la  plus  fimple . On  changera  pour  cela 
l’ordonnée  * (a  — \-b  *')T  en  celle  d’une  autre  courbe 
d’aire  égalé,  en  fuppofant  (Art.  CCxxi.)  *'=«’,  & 

»*— f-E y 

on  aura  la  nouvelle  ordonnée  -jst  ' )T  , 

y-f-  T — * 

& r (a-+-l>z)T,  lorfqu’on  fuppofera  >=  i , on 

rejettera  enfuite  des  expofans  Ir4* 1 ~f.  , & -n  autant  de 
fois  —vi,  ou  — 1 , qu’il  fera  neceiTaire  pour  rendre  la 
nouvelle  courbe  la  plus  fimple  qu’il  efl  poffible  de  trou- 
ver par  ce  moyen  . Enfin  on  e (lavera-  fi  cette  courbe 
ne  peut  pas  encore  devenir  plus  fimple  , en  fuppofant 

r -4-  I — 

*=  ( Art.  ccxxiv.)  , ce  qui  donnerais:  r dzX 

( « — v £ z )T  = Tr. , \ _ ;T  d u (^-v«7h)t.  Lorfqu’on 

» 7 

aura  trouvé  la  courbe  la  plus  fimple,  on  remontera  de 
fon  aire  regardée  comme  donnée  a l’aire  de  la  courbe , 
dont  l’ordonnée  eft  xT  ( ^ — v/>  » )T  . Nous  éclaircirons 
les  différens  Cas  de  ce  Problème  par  des  exemples . 

Exemple  I.  Soit  l’ordonnée  propofée/  = xT—,X 
(a-v en  la  comparant  avec  l’ordonnée  x (a 

-+■  b x’  )*,  on  trouve  r - x , -v—— -2  , r= 
■=i,r=:r-+-7r— vi  = o,  & l’aire  S./dx=^  xT  (/?— H 
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bxr)  l-l  ) — , tous  les  termes  de  la 

fuite  de  l’aire  s’evanouïflènt  apres  le  premier . 

Si  on  réduit  l’ordonnée  propofée  a la  fécondé  for- 

T — h T * s t — r.t  r-ff  T-f  | 

me  x ) , on  aura  r= — — — = 

— = I ,r=r— t-  r-H=I  — 2 -+- 1 =o  , & 

laireS\/«x — — - x (<?— hbx  ) — — -x  X 

( /7—+-  bx'  )~' . : tous  les  termes  s’eva- 

v 'b  r.b-Y-bbx7' 

nouilTant  après  le  premier , comme  dans  la  forme  pre- 
cedente. Cet  exemple  eft  pris  de  la  première  Table  de 
Newton , forme  deuxieme  , dans  le  traité  des  quadra- 
tures . 

L’equation  c'y — n* x — 2r!/*î-+-/x4  = «,  qui 
exprime  le  rapport  de  l’ordonnée  / , & de  l’abfcilTe  x , 
qui  pourrait  paraître  très  compliquée , n’eft  qu’un  cas 
<rès  fimple  du  precedent  ; car  cette  équation  donne  y = 

— , qui  fe  réduit  a celle-cy — — — a caufe 

(4_  ifV-4-*4’  ^ 1 (f1— **)* 

du  quarré  c4— ir’x’-f  x4,  dont  la  racine  eft  c*-— x1  . 

Or  comparant  avec  la  forme  xr-,(«-fixT)”!,  on 

trouve  <r— «i  — i , ou  <r  = 2 , * — c1  . i , 8c  en 

fubflituant  ces  valeurs  dans  l’exprelfion  de  l’aire 
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, Si  en  multipliant  par  a1  , on  aura  l’aire 

t*a-+3dl>x'  1 r 

cherchée  = — — . On  trouverait  l’aire  dans  la  fe- 

2 2 CCX3, 

t 4- 

conde  forme  — — . Ces  courbes  qu’on  peut  quar- 

rcr  (bus  les  deux  formes  font  celles , qu’on  appelle  double- 
ment quarrables  . 

I 

Exemple  IL  Soit  y = xtT~  1 (a-\-bxT)1 , en 
comparant  cette  ordonnée  avec  xT  (a— hb  x'r)T,  on  trou- 

t T -4-  t 

ve  T=Z2  <r — 1,  T7  = r=— t— = 2,  î=r-t-T— t- 


1 = ^;  8i  ces  valeurs  étant  fubflituées  dans  la  for- 
mule de  l’aire  donnent  une  fuite  infinie;  il  faut  donc 
tenter  l’autre  comparaifon  , par  laquelle  on  trouve 

t— f-ri— f I S . „ . 

r= — — — — — ~ i f — r-b-ir—h  1 — — 1 , 8c  laire 


S.yd*  =-  7* ^ ‘ (*-+*  *’)'-+ 1 ( JL \ 

7 ' K ' Vt  , .r-n.ii.x'J 


=—7  * (a^ b * Y *y 


x 


6&xr  — 4A. 

, 1 J ri>b  J 

Exemple  III.  Soit  / = xîir— '(<7-+-£x*)— 1 , en 
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comparant  cette  ordonnée  avec  xT  (a— t-bx  )w,  on  trou- 
ve r — jo— -i,  ■*=— *i,  r = — ii  = 3}  f =»•-+•  tt  — *• 


i = r=j,  & l’aire  S./dx  — 7 *?  T(  <»—*-/>  7 * — 

— — — i-Ô'c.  a l’infini  ) . Il  faut  donc  tetr- 

4 54*  ' 

ter  l'autre  comparaifon,  qui  donne  r = T~f_'_~t'—  = — 2, 

#=*•-+•  vr— +- 1 = »-= — 2,  & l' dre  S.y  dx~ — l-  *1<rX 

(a-t-bx'/C— - &c .)  la- 

quelle  fuite  ne  donne  point  l’aire,  a caufe  du  troifieme 

1 

terme  infini  — — a~—  ; on  cherchera  donc  cette  aire 

o.t’x1' 

par  la  quadrature  de  la  courbe  la  plus  fimple,  en  fup- 
pofant  *r=zj  d’ou  l’on  tire  T 1 dx(a  -+bx  J 1 
= z1  dz(/i— k-bz)~ 1 , différentielle  qui  dépend  de  la 
quadrature  d’une  courbe , dont  l’abfcifle  eft  x , & l’or- 
donnée puifqu’en  retranchant  deux  fois 

l’unité  de  l’expofant  de  «*,  il  relie  z*  = i.  Cette 
courbe  eft  une  hyperbole,  dont  l’aire  a pour  diffé- 

\ j 

rentieüe  7^7-,  = ^— : , & pour  intégrale  4-j) 
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—j  • L.  (— j— ) — A—S.z°  dz(a— \-bz)~~ 1 , On  re- 
montera par  le  Corollaire  du  Theoreme  V.  ( Art. 
ccxvii.)  a l’aire  B =.S.zd  z(a-+bz)~~l 


8c  de  celle-cy  a l’aire  C = S.z2  dz(/t-+bz)  1 — 

a . _a  a j / a f*  b Z \ 1*  p • |*  • 

~ — 1 — )>  dou  ion  t,re  *aire 
S.'-*tdz(a^bz)-l=^—ï£r-+li..L.( 

r \ y i,b  c u /,  c^}  \ b J 

On  trouveroit  aufîi  cette  aire  plus  brièvement  en 
divifaut  le  numérateur  de  la  fra&ion  - dz  par 

9 a — +-4>  Z r 

fon  dénominateur;  car  cette  fraélion  , en  divifant  le 


numérateur,  & le  dénominateur  par  by  devient 


I 1 . 


& en  fuppofant  z—cy  on  a -~^^=zz 


z-t-e 


+ zzrc  > Par  conPequent 


il  1 

z a z z 


L. 


' ' ’ u-\-bz  1-b  " b \ b J ’ 

comme  on  l’avoit  trouvé  par  la  méthode  de  Newton. 

I 

Exemple  IV.  y = * (a-+b **)  1 ; en  compa- 

rant cette  ordonnée  avec  xT (a  — t- b *' )T  , on  trouve 

F ff 
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a = 2,  •*=  — J,  r = ^-î-,  s = r-b-K-+  i = '--¥  i; 

d’ou  l’on  conclut  que , fi  l'ex-polant  r eft  un  nombre 
pofitif,  la  fuite  de  l’aire  ne  finira  point;  mais  fi  t eft 
un  nombre  entier  négatif,  & pair,  cette  fuite  finira, 
& on  aura  l’aire  S.  y d x algébriquement.  Suppofé  , 

par  exemple,  que  r= — 2,  on  aura  r = — ^ , s=o, 

I ’ 

Cf*  J 1 — I / , / l\x  / * \ ( J -f-  h X*  ) 1 

CCXLVI. 

On  voit  par  les  exemples  precedents , 5c  par  ce  que 
nous  avons  démontré  dans  ce  Chapitre,  qu’il  y a des 
courbes  doublement  quarrables , d’autres  qui  ne  font  quar- 
rables,  que  fous  une  des  formes  de  leurs  ordonnées,  & 
d autres  enfin  qui  fe  rcduifent  a des  fériés  infinies . Quant 
a ces  dernieres  nous  avons  démontré  qu’on  pouvoit  les 
comparer  avec  les  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples: 
il  fufiit  de  fe  rappcller  les  Théorèmes  fuivans  dont  nous 
avons  donné  la  demonftration.  Si  A , B reprefentent  des 
aires  de  deux  courbes  binômes,  en  forte  que  l’expofant 
de  R dans  l’ordonnée  de  la  courbe , qui  appartient  a l’aire 
A , furpallè  d’une  unité  l’expofant  de  R dans  l’ordonnée 
qui  répond  a l’aire  Æ,  & confiderant  l’une  de  ces  aires, 
comme  l’aire  cherchée,  & l’autre  comme  l’aire  donnée, 
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n.A  — x*  R* 


De  plus  ft  A,  B reprefentent  deux  aires,  enforte  que  l’ex- 
pofant  de  x dans  l’ordonnée , qui  appartient  a l’aire  B , fur- 
palTe  de  n l’expofant  de  x dans  l’ordonnée  qui  répond  a 

l’aire  A , les  exprefïïons  x 1 R1  ~ 1 , 8c  x — 1 Ri  ~~  1 
reprefeoteroient  des  ordonneés  generales,  & on  determine- 
roit  par  une  aire  donnée  les  aires  de  toutes  les  courbes  bi- 
nômes, puifque  nous  avons  démontré  qu’on  auroit 

n *V  — S'A 


y}  -*•  * m’fB 


Nous  appliquerons  ces  Theoremes  a quelques  exemples, 
& nous  expoferons  dans  la  fuite  de  cet  Article  les  Theo- 
remes qui  appartiennent  aux  courbes  trinômes  &c. 
Exemple  V.  Soit  l’ordonnée  d’une  courbe 

- ; , ou  x ~ 1 (e— yfx  ) * ' , A étant  un  nom- 

bre  entier,  on  aura  par  le  premier  Theoreme,  en  fkifant 


r 1 r»  n ® — K ri.  A — Jf®  R 

*-+f»  =*>*= zttt; 


; A étant  l’aire  d’une 
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* — t 

courbe,  dont  l’ordonnée  — — : & B l’aire  d’une  cour- 

A —I  t 

be , dont  l’ordonnée  On  /oit  que,  fi 

6=  A»,  la  courbe  fera  quarrable  algébriquement,  puifque 
I — A»  = o;  autrement  elle  dépendra  de  l’aire  A,  8c  l’ai- 

$ — i 

re  A de  l’aire  d’une  courbe  dont  l’ordonnée ï—— — - • 

Si  nous  appelions  cette  aire  C,  on  aura  A — 

(,_r=T,)c-x,R'1->'  . . . 

; donc,  fi  — i.n  la  cour- 

be A fera  quarrable  algébriquement,  & par  confequent 
la  courbe  B,  qui  dépend  de  A,  feroit  aufli  quarrable; 
mais  autrement  l’aire  A dépendra  de  faire  C,  & cel- 
le-cy  de  faire  d’une  autre  courbe,  dont  l’ordonnée 

* 1— , 8c  ainG  de  fuite  jufqu’a  ce  qu’on  parvien* 

» • » • x9 1 

ne  a l’unité,  c’eft  a dire,  aune  ordonnée — : Donc 

e-+fx 

faire  de  la  courbe  propofée  pourra  fe  trouver  algébri- 
quement ou  fe  rapporter  a faire  d’une  courbe,  dont 

l’ordonnée  eft  — . Cette  derniere  aire  dépend  du  cer- 
cle , ou  de  l’hyperbole , ou  de  l’une  8c  de  l’autre , com- 
me nous  l’avons  démontré  plufieurs  fois . 

Exemple  VI.  Soit  --  1 — l’ordonnée  d’une 
Ÿ *> 
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courbe,  dont  on  veut  comparer  l’aire  avec  celle  d’une  autre 


courbe,  dont  l’ordonnée  foit  if a1  — x*  , qu’on  voit 
aifément  être  celle  d’un  cercle,  dont  le  rayon  a , & 
l’abfcifle  x prife  du  centre.  On  préparé  la  première 

1 

ordonnée  en  cette  forme  x1  ( a z — x*)_i,  & l’aire 

qui  lui  appartient  foit  nommée  (3.  Cette  aire  étant 
fuppofée  donnée,  on  trouvera  l’aire  qui  répond  a l’or- 

1 

donnée  xî  — 1 (a2 — x*)*,  qui  n’eft  que  l’ordonnée  pre- 
cedente, dans  laquelle  ou  a augmenté  de  l’unité  l’expo- 

fant : foit  a l’aire  de  cette  nouvelle  ordonnée. 

2 

En  comparant  avec  le  Theoremc  I.  precedent  on  a 
a=Ay  B=py  0=3,  » = 2,  •^==~  > e = & par 


, r ! M*  0 —* - X*  ( a1 X1  ) 1 • 1 • 

le  fécond  a = , équation  des  aires  a 

& 0.  De  plus  par  le  moyen  de  l’aire  a qui  appartient 


a l’ordonnée  xJ  1 ( a — x1)*  , on  trouve  l’aire  qui 

I 

répond  a l’ordonnée  x1  — x1  )l  =:r  7— x1  , 

ayant  diminué  de  deux  unités  l’expofant  de  x hors  de 
la  parenthefe.  Si  on  appelle  y l’aire  qui  répond  a l’or- 
donnée a1  — x1  , & qu’on  reduife  la  première  ordon- 


/ 


1 
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née  qui  répond  a a fous  cette  forme  x’  1 (a*  — 

xt)~~\  & l’autre  qui  appartient  a 7 a cette  forme 

j»1  '(/71 — x1)1  , on  aura,  en  comparant  avec  les 

Theoremes  3,  4,  5=*,  A= 7,  \=~,  e—aa,  /= 

j 

— i ; dou  Ion  tire  7= — = x V a — x 

—h  fi,  en  fubftituant  a la  place  de  a (à  valeur  trouvée 

cy-deflus . Donc  fi  = y — x t/a—x " ■ mais  7 appartient 
a faire  d’un  cercle  • donc  fi  eft  égalé  a cette  aire  cir- 
culaire, moins  le  reflangle  compris  fous  l’ordonnée 

f''  a — x1  , & l’abfciffe  x.  Cet  exemple  e(l  très  aifé,  & 
nous  ne  nous  en  fervons  que  pour  faire  voir  plus  clai- 
rement le  Cas  dans  lequel  on  augmente  l’expofant  hors 
& dedans  la  parenthefe. 

CCXLVII. 

Il  faut  bien  obferver  qu’on  pourroit  facilement  fe 
tromper,  fi  ou  vouloit  fe  fervir  fans  précaution  du 
Theoreme  V.  de  Newton , pour  réduire  l’intégrale 

de  la  différentielle  xTdx(/»-+-  b xT  — 4-rx*  *-¥(yc.  )T  aux 
quadratures  des  courbes  les  plus  limples,  ou  pour  re- 
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monter  de  celles-cy  a celles-la.  En  ajoutant  a l’expo- 
fant  tt  du  polynôme  un  nombre  entier  ztpy  & a 
l’expofant  r la  quantité  zi:**],  dans  laquelle  q eft 
auffi  un  nombre  entier,  l’intégrale  de  la  différentielle 

* d x ( a— b xw— »-cx*T-+>Ô'c.)*— f ne  dépend  pas 
toujours  des  mêmes  quadratures , lorfqu’on  donne  diffe- 
rentes valeurs  aux  nombres  entiers  q & p\  car,  fi  on 
fuppofe  ztp  — — l’cxpofant  du  polynôme  devient 

zéro,  le  polynôme  devient  =1,  & la  différentielle 
= xT  — qu’on  peut  toujours  intégrer  algébrique- 

ment , ou  par  la  quadrature  de  l’hyperbole,  de  même 
que  dans  le  cas  ou  ^ztp  eft  un  nombre  entier  pofi- 
tif,  quoique  dans  d’autres  fuppofitions  l’intégrale  dépen- 
de d’autres  quadratures.  Par  exemple,  l’intégrale  de  la 

différentielle  d x ( an  — t-xx  )~l  dépend  de  la  quadrature 
du  cercle,  & celle  de  la  différentielle  dx(a  a — h 

xx)  1 ~I’,P  eft  algébrique,  quand  p eft  un  nombre  en- 
tier pofitif ; l’intégrale  de  la  différentielle  dx(a-+ 

bx)~l  dépend  de  la  quadrature  de  l’hyperbole,  & cel- 
le de  dx  (a— *-bx)~ 1 — f fe  trouve  abfolument,  lorf- 
que  p eft  un  nombre  entier  quelconque.  Il  en  eft  de 
même  des  changemens  qu’on  fait  dans  la  différentiel- 
le propofée  par  l’addition  de  ri : a-  q a l’expofant  r ; 
cette  addition  fait  fouvent  que  l’intégrale  ne  dépend 
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pas  des  mêmes  quadratures;  par  exemple,  l’intégrale 

I 

de  x°dx(aa— -xx)  * dépend  de  la  quadrature  du 

I 

cercle,  & celle  de  x^'dx^aa — xx)  * fe  trouve  ab- 
folument. 

Pour  éviter  ces  inconveniens , lorfqu’on  veut  trour 
ver  l’intégrale  d’une  différentielle  de  la  forme  que  nous 
venons  de  marquer,  ou  la  cherchera  d’abord,  comme 
le  prefcrit  M.r  Newton  par  les  deux  formules,  ou  les 
deux  fuites  cy-delfus;  fi  elles  fe  trouvent  infinies,  on 
réduira  l’intégrale  cherchée  aux  quadratures  des  courbes 
les  plus  fimples,  fuivant  la  méthode  du  Problème  III., 
& s’il  reftoit  quelque  doute  fur  les  reduêlions,  on  re- 
monteroit  par  les  calculs  du  Theoreme  V.,  & de  fes 
Corollaires,  a l’intégrale  de  la  différentielle  propofée, 
dont  on  prendra  la  différentielle,  pour  s’affurer  entière- 
ment. Avec  ces  précautions  la  méthode  de  Newton 
ne  peut  être  fujette  a erreur. 

CCXLVIII. 

Problème  II.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle trinôme  xT  ( a— \-bx  — \rc xïc)T,  ou  la  réduire 
aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples. 

Solution.  On  refoudra  ce  Problème  par  les 
fuites,  comme  dans  le  Cas  precedent. 

L* 
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I.*  Dans  cette  différentielle  l’ordonnée  y=xTX 

(a—h/>x,'—hcxt'ry=xr~h*irr(c—t-lrx~r—t-!7x~1,r)'ri 
ceft  pourquoi  on  la  comparera  fous  ces  deux  formes 

avec  l’ordonnée  xS~ 1 (e-+f x” , qu’on 
trouve,  en  faifant  évanouir  tous  les  termes  après  le 
troifieme  dans  l’ordonnée  generale  du  Theoreme  III. 

*9_  1 (e-+f *”-+ g*2  ” -*-&**"  , & on  au- 
ra l’aire  S.  yd*=zx'  (e-+fxn-¥vxxn\K  (1- 

f (J-P«  » / (s  -4- 1)  fC  t-  ( t -4-  l ) g ^ « 

\ r -+t.e  J \ J 

/-f  ^ f'-4-  ») ? — ^ *4 * Ù'c.  ) ( Art.  ccviii.)  en  fup- 

pofant  dans  cette  fuite  ^ — r,  s—r— h\,  r = s~¥\i 


I 

r *»  g — _ ’fA  ç f (/-4-  I ) f B — t-f  g 

rt  ’ r-+ 1 . » ’ V r-t-i.t  J ’ 


(('-H)/C4;>4l)fS 


°=-l! 


),  ÔV.  • 


; en  comparant 


l’ordonnée/,  fous  la  forme  xT  (<»—+.  Æ a/ —t- r ** T )’ , a. 

vec  l’ordonnée  *5"“ 1 (e-¥f x” -+ gxtn)>'~ 1 , on  trouve 
* = g — c,  é = r-t-i,  A = w=za-, 

^ T -4-  I ^ j j y ^ | | j j __ 

GSg 
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1 

T — fi  1/  . i r -+1  / r ri  A T 

h (a—\-bx  — +•  c x ) ( — — — 

v.  ' * /■— H I . a 

/(f-H  lf ^(i-4î)'.C-4(i-+Q(8\  j» 

\ r— t-  1 . * J J 


&c.Y  A=— , B=- 

^ rd  ’ 


s fy  A ç — — tcA 

r — t-  l . « 5 r-n.< 


ÉJV.,  en  comparant  la  même  ordonnée  y fous  l’autre 


forme 


rr(c-ïl>x-r-+ax-try  avec  x*-'( 


f x — ♦-g#1")*  on  trouve  ?=£■,  g = , £ = 

T | r,  | j \ — — ^ | j ^ ^ ^ t — f-  î ir  t — f-  x 

j=r— t-Tr-+- 1 , t = s— *-  i , & l’aire  S.ydx=z 
ta -+bx'-+cx*'y-+l  (ZjL—=L^L 

/ ( t — +■  i")?»  B — f*  t a A \ f ( s — ■ f*  7 ) bC  — f-  ( f -4- 1 ) B \ \ 

V J ~ ) » 


ri  A 


I (i- fri  ~)iB  -hta  A\ 


•_  g s b A ç, / (J-H 

,e  ’ r-t-i.f’  \ r-*-*.  f ) ' 


II.®  Lorfque  l’une  des  deux  fuites  de  l’aire  S.yd  x 
fera  finie,  on  aura  l’intégrale  algébrique  de  la  différen- 
tielle trinôme  propofée;  mais  fi  ces  deux  fuites  font 
infinies,  il  faudra  réduire  cette  différentielle  a celles 
des  aires  d’autres  courbes  les  plus  fimples,  en  fuppo- 

fant  x = z’  ; d’ou  l’on  tirera  x dx(a-+-bxr -+•  c xlry  =r 
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» t -4-  v — r 

~ri  r d z (a-4-bz—*-c  %’  )*,  dans  laquelle  on  don- 
nera a l’expofànt  » telle  valeur  qu’on  voudra , 8c , en  le 

T -H-  I r 

fuppoiant  = 1 , la  nouvelle  ordonnée  fera  I « 
(rf-+-Z>z— *-r  z1)” . Enfuite  on  retranchera  des  expofans 
autant  de  fois  — *- 1 , ou  — 1 , qu’il  fau- 
dra pour  rendre  les  puifliinces,  dont  ils  font  expofans  les 
plus  petites  qu’il  fera  poflible , 8c  on  parviendra  aux  cour- 
bes les  plus  (impies , qu’on  puiffe  trouver  par  ce  moyen . 
Chacune  de  ces  courbes  en  fournira  une  autre  (Art. 
ccxxiv.  ),  qui  pourra  être  encore  plus  fimple,  en  fup- 
pofant z = ^ ; en  fin  en  comparant  ces  courbes  entr’el- 

les  au  moyen  du  Theor.  I.,  & des  Coroll.  IX.  8c  X.  du 
Theor.  VII.,  on  pourra  encore  quelquefois  en  déduire 
d’autres  courbes  plus  fimples . Lorfqu’on  aura  trouvé  deux 
courbes  les  plus  fimples,  on  regardera  leurs  aires  comme 
données , 8c  de  la  on  remontera  ( par  le  I.,r  Cas  du  Theor. 
V.,  ou  par  le  Cas  du  trinôme  ) a l’aire  qu’on  cherche. 

III.0  Avant  d’edaircir  ce  que  nous  avons  dit  par  des 
Exemples,  il  fera  a propos,  pour  éviter  la  longueur  des 
calculs,  d'examiner  la  ferie  precedente,  8c  d’en  déduire 
quelques  réglés,  pour  connoître  fi  une  courbe  trinôme 
cil  quarrable . Ayant  fubilitué  dans  la  forme  generale 
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des  courbes  trinômes  les  valeurs  particulières  de  la  cour- 
be propofée,  s’il  arrive  que  deux  ternies  confecutifs  de 
la  ferie  pris  feparément  foient  égaux  a zéro,  la  courbe 
eft  quarrable,  & fon  aire  cil  exprimée  par  la  partie  de 
la  ferie,  qui  précédé  ces  termes;  pourvû  qu’aucun  des 
termes  precedens  ne  devienne  infiniment  grand , par  la 
fuppofition  de  r égal  a zéro,  ou  égal  a un  nombre  en- 
tier négatif  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels,  ou 
qui  precedent  les  termes  égaux  a zéro;  c’eft  a dire  que, 
fi  la  ferie  ne  contient  que  deux  termes,  il  ne  peut 
arriver  que  »-  = o,  ou  r= — i;  fi  elle  en  contient 
trois,  r ne  peut  être  =o,  = — i,  = — 2,  & ainfi 
de  fuite  ; l’aire  deviendroit  alors  infinie . On  fera 
convaincu  de  cette  réglé  par  la  feule  infpeftion  de 
la  ferie;  il  fuffit  d’obferver  qu’il  n’y  a que  deux  coef- 
ficiens  tels  que  A , B , C,  D,  &c.  dans  chaque  ter- 
me complexe  de  cette  fuite,  & ces  lettres  A , B,  C, 
Z),  &c.  dénotent  deux  a deux  les  coefficients  des  deux 
termes,  qui  precedent  immédiatement;  de  plus  chacun 
de  ces  coefficiens  eft  fafteur  de  l’une  des  deux  parties 
du  numérateur,  dans  lequel  ils  fe  trouvent.  Cela  e- 
tant  confideré,  il  eft  évident  que  fi  deux  termes  quel- 
conques confecutifs  s’evanouïffent  , & par  confequent 
leurs  coefficiens  reprefentés  par  W,  B,  C,  Z),  ÔY. , il 
faut  aufïi  que  le  terme  fuivant  devienne  égal  a zéro, 
puifqu’il  contient  des  coefficiens  =0,  & par  la  même 
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raifbn  tous  les  termes  fuivaus  s’évanouiront  a l’infini; 
donc  la  courbe  fera  quarrable,  a moins  que  par  la 
fuppofition  de  r = o,  ou  a quelque  nombre  négatif 

entier  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels  de 

la  fuite,  il  n’arrive  que  le  dénominateur  de  quelque 
terme  devienne  zéro,  le  numérateur  refiant  réel.  Dans 
tout  autre  Cas,  fi  deux  termes  confecutifs  de  la  fui- 
te font  =0,  tous  les  termes  fuivans  a l’infini  devien- 
nent zéro,  8c  la  fuite  finit,  ou  commençent  les  deux 
termes  égaux  a zéro.  Il  efl  clair  qu’une  courbe  de 
cette  forint  n’efl  pas  quarrable  par  le  feul  premier 

1 

terme  de  la  fuite  -jC. . **  (e  -*-fx  — • Car  fup- 
pofons  que  tous  les  termes,  excepté  le  premier,  foient  =0, 
on  aura  le  troifieme  terme  = * =0, 

r -+  2.  e 

& puifque  le  fécond  terme  =0,  8c  par  confequent  fon  coeffi- 
cient B — 0,  il  s’enfuit  qu z t gA—o , ce  qui  ne  peut 
arriver  icy,  que  lorfque  t—o  ; de  plus  le  fécond  terme  — 

.tf  A -xn  — 0,  ce  qui  ne  peut  arriver  dans  ce  Cas,  que 

r-+-  i.e 

lorfque  s — o ; Donc,  fi  tous  les  termes  de  la  fuite, 
excepté  le  premier,  s’evanouïffent , il  faut  quer  = o 
= mais  t = r— t- A,  donc  A = 0;  de  plus  r~s  — A, 
8c  par  confequent  r“o;d’ou  il  fuit  que  le  premier  ter- 
me de  la  fuite  efl  infini,  8c  par  confequent  la  courbe 
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n’eft  pas  quarrable.  Ou  peut  appliquer  ce  raifonement 
aux  deux  cas,  qui  expriment  l’aire  de  la  courbe  dans  la 
fuppofition  de  n affirmatif,  ou  négatif.  Si  on  parvient 
dans  l’un  & l’autre  cas  a deux  termes  confecutifs  qui  fo- 
yent  égaux  a zéro,  la  courbe  eft  doublement  quarrable. 
Mais  il  faut  obferver  que  r étant  un  nombre  entier 
négatif,  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels  de  la 
fuite,  l’aire  peut  être  finie  8c  la  courbe  quarrable,  lorf* 
que  le  numérateur,  8c  le  dénominateur  s’evanouïflent  tous 
les  deux.  Ainfi  dans  le  cas  de  r — — 2,  le  dénomina- 
teur du  troifieme  terme  =r—*-  2.0,  ce  qui  rend  le  ter- 
me infini,  8c  par  confequent  auffi  l’aire  infinie,  pourvû. 

que  le  numérateur  1-+- 1 A ne  devienne  pas  en 
même  teins  =ro;  car  fi  le  numérateur  =0,  le  troifie- 
me terme  eft  auffi  = 0 , 8c  par  confequent  la  courbe  eft 
quarrable  fous  les  conditions  precedentes. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pourra  fervir  a faire 
découvrir  plufieurs  conditions  dans  l’ordonnée  de  la  cour- 
be propofée  qui  la  rendront  quarrable . Soyent  fuppofés 
le  troifieme  8c  le  quatrième  termes  = 0,  c’eft  a dire 

( ('-+  1 ) fB  A ^ 

\ r-*-z.e  • ' V • 

= 0;  on  aura  C = — I === — J = 0 , 8c par  con- 

fequent en  fubftituant  zéro  a la  place  de  C dans  la  fc- 
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conde  équation,  Sc  divifant  par , on  aura 

/■-+■  i.g  B —0  ; & par  ce  que  nyg,  nyJB  ne  font  égaux 
a zéro  , il  s’enfuit  que  r -4-  1 = 0 , ou  r = — 1:  donc  s 
= r — A = — 1 — A , Sc  r=  r — A = — 1 — 2 A;  & 
en  fubftituant  ces  valeurs  de  r & de  * dans  la  première 

équation , nous  aurons  — l — J * = 0 , & 


**  n 

en  divifant  par  — , on  aura  — A fB — gA=o 

r— f-  z.  # 

fubflituant  a la  place  de  B là  valeur,  c’eft  a dire  , — 
sf  A * -+■  i.f  A 


r~h  1.  e 


m .('a 

on  aura — — — g A=.  0 , 


&,  en  reduifant , A=  — 1 . De  plus  ~—r=:  — 1 

— 2 A: donc  - = 1 — d’ou  ion  tire  cette  réglé,  que 

A étant  = — 1 , & -=  1 — tr°ii*eme  & 

le  quatrième  termes  de  la  fuite  s’evanouïlTent , & par 
confequent  la  courbe,  dont  l’ordonnée  efl  telle,  que  A 

— ~JT — *>  & - = — ^7  fera  quarrable,  pourvu  que 

1 — qui  eft  la  valeur  de  7,  ou  r,  ne  (oit  pas 

= 0,  comme  nous  avons  démontré.  Il  eft  évident  qu’- 
au lieu  de  confiderer  le  troifieme,  & le  quatrième  ter- 
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mes  égaux  a zéro,  on  pourroit  confiderer  le  quatriè- 
me & le  cinquième,  le  cinquième  & le  fixieme,  8c 
ainfi  de  fuite  deux  a deux,  mais  on  arriveroit  a des 
équations  eleveés,  & trop  compliquées;  il  futfira  d’afli- 
gncr  certaines  conditions  , fans  lefquelles  une  courbe 
trinôme  ne  peut  être  quarrable. 

I. °  Si  2 font  =o,  ou 

font  des  frayions  quelconques,  ou  des  entiers  pofirifs, 
la  courbe  n’eft  pas  quarrable;  car  les  deux  expreiïions 
precedentes  font  les  deux  valeurs  de  t conformement 
aux  deux  formes  de  l’ordonnée:  or  nous  avons  démon- 
tré que  les  ferics,  qui  expriment  l’aire,  ne  peuvent 
être  finies,  a moius  que  t ne  foit  un  entier  négatif. 

II. ®  Si  - , & — - — '2  A -+•  2 font  =o,  la  cour- 
be  a’eft  pas  quarrable;  car  ce  font  les  deux  valeurs 
de  r correfpondantes  aux  deux  expreffions  de  l’ordon- 
née. Or  dans  ces  cas  l’aire  eft  infinie,  comme  nous 
avons  démontré . 

III. 0  Si  A=o,  la  courbe  n’eft  pas  quarrable;  car 
dans  ce  cas  r = t — jA  = r,  mais  la  courbe  ne  peut 
être  quarrée,  fi  t n’eft  pas  un  entier  négatif.  De  plus 
fi  t étant  un  nombre  entier  négatif , la  fuite  fe 
trouve  interrompue,  le  dernier  terme  réel  de  la  fuite 
devient  infiniment  grand;  car  le  dénominateur  eft  =o, 
quand  r = f,  & t un  nombre  entier  négatif,  & par 

con- 


) 
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confequcnt  Faire  eft  infiniment  grande.  Il  nous  rcfle 
maintenant  a déterminer  par  ces  obfervations  le;  diffé- 
rens  cas,  dans  le  [quels  une  courbe  trinôme , dont  l’or- 
donnée a la  forme  x*  *(e— \-fxn— h^x1")*  1 eft  quar- 

rable,  ou  ne  l’eft  pas,  & fi  elle  eft  doublement  quar- 
rable . 

On  réduit  d’abord  l’ordonnée  a la  forme  dans 
laquelle  n eft  affirmatif,  & on  la  compare  avec  les 
conditions  precedentes.  Si  on  trouve  quelqu’cxception 
qui  empêche  la  courb*  d’être  quarrable,  alors  il  eft 
inutile  d’aller  plus  loin;  mais  fi  on  n’en  trouve  aucu- 
ne , il  faut  mettre  l’ordonnée  fous  l’autre  forme  , dans 
laquelle  n eft  négatif,  & on  cherchera  les  deux  va- 
leurs de  t dans  l’une  & l’autre  expreffion  de  l’ordon- 
née; ces  valeurs  font,  ou  toutes  les  deux  des  nombres 
entiers  négatifs,  ou  une  feulement.  Si  on  ne  trouve 
qu’une  valeur  de  r,  qui  foit  un  nombre  entier  néga- 
tif, on  n’a  befoin  que  de  la  ferie,  qui  appartient  a la 
forme  de  l’ordonnée,  dans  laquelle  t eft  un  entier  né- 
gatif; mais  fi  les  deux  valeurs  de  t font  des  entiers 
négatifs,  il  faut  éprouver  les  deux  fériés  dans  la  forme 
de  « pofitif,  & de  n négatif.  Si  une  des  valeurs  de 
t feulement  eft  un  nombre  entier  négatif,  il  faut  que 
r— t- 1 foit  = 0,  ou  r-+- 2 =0,  ou  r — (-  3 = 0,  C '7c.; 
& ayant  fubftitué  ces  valeurs  particulières  dans  tous 
les  termes  de  la  ferie  depuis  le  premier,  jufqu’a  ce 

Hhh 
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qu’on  arrive  au  terme  de  la  ferle  qui  précédé  immé- 
diatement celui,  ou  r— t-i=o,  *-4-2  =o , *-4-  3=0, 
ÔV.;  fi  ce  terme  n’eft  pas  = 0 , la  courbe  n’eft  pas 
quarrable;  mais  fi  ce  terme  eft  =0,  elle  pourra  fe 
quarrer,  pourvu  que  »•  ne  foit  pas  = 0 , ou  uu  nombre 
entier  négatif  aulfi  petit,  ou  plus  petit  que  r;  fous  ces 
conditions  la  courbe  eft  quarrable,  & fon  aire  eft  éga- 
lé a la  partie  de  la  ferie  qui  précédé  le  terme  = 0. 

Si  les  deux  valeurs  de  * etoient  des  nombres  en- 
tiers négatifs,  il  faudra  eflàyer  les  deux  fériés,  comme 
nous  avons  dit,  & s’il  arrive  que  dans  aucune  des  deux 
le  terme  qui  précédé  immédiatement  celui , ou  *— y- 1 
=0,  r— t-2=o,  Ô*c.  ne  foit  pas  =0,  alors  la  courbe 
n’eft  pas  quarrable;  fi  cette  condition  fe  trouve  dans 
l’une,  elle  eft  quarrable  par  cette  ferie;  fi  dans  toutes 
les  deux,  elle  eft  doublement  quarrable,  avec  les  ex- 
ceptions precedentes,  que  r ne  foit  pas  =0,  ny  aulfi 
petit,  ou  moindre  que  *.  Ces  réglés  ne  peuvent  avoir 
aucune  difficulté,  fi  on  confidere  la  forme  des  fuites 
precedentes  avec  attention  ; cependant , pour  ne  laifler 
aucun  doute,  il  eft  a propos  de  faire  voir  plus  claire- 
ment que,  fi  le  terme  de  la  ferie  qui  précédé  immé- 
diatement celui  ou  *— +- 1 =0 , *-4-2  = 0,  *-4-3=0, 
&C.  n’eft  pas  egil  a zéro,  la  ferie  devient  infinie.  Soit, 
pour  cela,  fuppofé  *= — 2,  ou  *— t-2  = o;  le  terme 
ou  fe  trouve  * — *-  2 eft  le  cinquième . Suppofons  main- 
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tenant  que  le  quatrième  terme  — 

-t-  i)/~c  -»  ^ -J.  ue  foit  pas  =0,  la  fuite 

eft  infinie.  Car  ft  elle  etoit  finie,  le  quatrième  ter- 
me, ou  quelque  terme  apres  le  quatrième  devrait  être 
le  dernier  terme  réel  de  la  fuite . Or  ce  terme  ne 
peut  être  le  quatrième;  car  puifque  les  deux  termes 

fuivans  — ( f '2l£.)  ,♦«  & — 

V r — 4.  e J 


V r-+  5 . e J 


faut  que  E foit 


=0,  puifque  E eft  le  coefficient  du  terme  precedent 

qui  cft  = 0;  donc  ■ ** ”=o,  & par  confequent 

r-t-  5 .t 

t -4-  3. gD  — o;  mais  g ne  peut  être  zéro  par  la  na- 
ture du  trinôme,  & D ne  peut  être  zéro  (par  fuppo- 
fition),  puifqu’il  eft  un  coefficient  du  quatrième  ter- 
me; donc  r— t-  3=0,  ce  qui  eft  contraire  a la  fuppo- 
fition,  car  t— h 2 = 0;  on  voit  par  le  même  raifone- 
ment,  que  le  5e,  6e,  7e,  &c.  terme  ne  pourroient  être 
les  derniers  termes  réels  de  la  fuite,  qui,  par  confe- 
quent, feroit  infinie.  La  demonftration  eft  la  même  en 
fuppofant  t — — 1,  t — — 3,  t — — 4,  ÙY.,  quelque 
foit  le  nombre  entier  négatif  —t. 


Exemple  I.  Soit 


. « TX  1 3 \ a 

( »x  r -+ j*  ; 


on  re- 
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duit  cette  ordonnée  a la  forme  ax  5 1 

JL  — i 

3*6)^  j & on  a en  comparant  A = - , é = — 5, 


n 


•-  * e 


= 2>/=  3>  5=3 ; donc 


A = - =2JJ. — jj  de  plus  r = — 1 = 1 — ; 

d’ou  l’on  conclût  par  les  réglés  precedentes,  que  la 
courbe  peut  être  quarréc;  en  effet  fubftituant  les  valeurs 
déterminées  dans  l’aire  generale  de  la  courbe  trinôme, 


on  trouve  l’aire  propofée  — a ïr  2 — t-  3 x1— »-  3 x'  — 
a P 2— +-3  *’-+  ^ = (1^.—  — "W 

I O*3  \ * XJ  l 


a y 2 —h  3 xJ— h 3 x4 , tous  les  termes  de  la  ferie  deve- 
nant = 0,  a caufe  de  r=r  — 2 A = — 1.  On  compa- 
rerait de  même  cette  ordonnée  avec  l’autre  forme. 

Exemple  II.  Soit  l’ordonnée  y — x~l  (<r— t-Æx*’ 

-+r**')_I  ; en  la  comparant  avec  xr  ( a — ♦-  b x'  -+■ 

c*")’,  on  trouve  r = o-  — 1 , — — 1 } r=-^id 

= 1 , r=r— +- 77  — t- 1 = 1 , r = s — +-  7r  — 1 — 1 5 d’ou  l’on 
voit,  fans  aller  plus  loin,  par  la  réglé  precedente,  que 
la  courbe  n’eft  pas  quarrable,  & en  effet  en  fubflituant 
ces  valeurs  dans  la  première  fuite  de  l’aire,  on  a 
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t —H  itt-4  l 

— — = I , î = r— *-TT— *-  1 = 1 , t = S— t-TT-t-J  = 1 , 

par  ou  l’on  voit  de  nouveau  que  la  courbe  ne  peut 
être  quarrée;  ce  qu’on  connoît  d’ailleurs  en  fubftituant; 

I 

car  S.  y d x = x~~r  ( - —, Ô*c.  a l’infini  ) . 

Les  deux  fuites  de  l’aire  étant  infinies,  il  faut  réduire 
l’intégrale  cherchée  aux  aires  des  courbes  les  plus  fim- 

ples.  En  fuppolânt  xr  — z,  on  trouve  la  différentielle 
propofée  x'  1 d x(tt  -+•  b x — t-rxlT)  1 — ^ d z (a-+b  z 


^ \ ! T gf  

f Sl-+i  a-ftf  ’ „ 2 1 « !-+•  î q Z-+P  > 

« € 

en  faifant  ^ = i<jy8c^=p.  Eu  fuppolânt  encore 

z-4 -q—u,  on  aura  dz=duy  zz—hzqz  — \-p=.uu  — i- 
±.j~  ±J» 

p—q<h  & - , 4 ^ • °r p—qq—rr 

on  aura  S1.  — — "-  — A . arc  de  cercle,  dont  le  ravon 

uu-+rr  7 7 

— du 

eft  r,  Sc  la  tangente  w;  par  confequent  S.  ~_+r;  — 
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enfin,  fi  p^qq^  ou  fi  p — qq~ — rr,  on  aura 


— j 


ç.  «■* j /«— 

* mm — rr“*2?fr  \ «-+r/ 


Exemple  III.  Soit  l’ordonnée  y—  x1  * 1 (a-*- 

b k —hc #*')  *•  on  trouve  par  les  comparaifons  que 
les  deux  fuites  de  l’aire  S./dx  font  infinies:  on  fera 
donc  x*  = z,  &.  on  aura  jrdx  — '-  zdz  (a-+b  z — *• 


c z z )~  1 , différentielle  qui  fe  réduit  a celle  de  l’exem- 
ple precedent  j dz  ( a— h b z-t-c  z z)~ 1 , en  retranchant 
l’unité  de  l’expofànt  i de  z;  on  réduira  donc  cette 

différentielle  a la  forme  , comme  dans  l’exem- 

ple precedent;  & par  ce  qu’on  a fuppofé  z-\-q—u,  on  au- 
ra z—u  — qy  zz~u  u — i q u -+q  q y zdz=:udu  — 


qdu  , & la  différentielle  ' d ; 

1 ’ jz-f  1}1  —¥p  »*-+p — yj> 

, — 

par  confequent  l’intégrale  S.  — = -2-5’. 

° ZZ-+  !JZ-+p  te 


u du 


u d u 


UH-+P 


— — S.  —7 — — . Or  on  a déjà  trouvé 

cjq  te  uu-±p Jf  > 


l’intégrale  S.  uu_^“q  dans  l’exemple  precedent , & 


UH--+P îf 
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u ti  n 


43* 


l’intégrale  S.  — =\  L.  ( u « -+-/>  — 77),  com- 
me on  la  trouve  en  fuppofant  uu  — ju , ce  qui  donne 

-d 

j l t udu  j **  or- 

uau—-dp. = , &.  S. 

1 ’ HU-t-p qq  H-i-p  — qq  ’ **—*•/> qq 

— -j-  L.  ( H -4-  p — qq)=zl-L.(uu-¥p  — qq)*  On  peut 


~ d-. 


intégrer  de  la  même  maniéré  la  différentielle 

3 tt-tl  q z-t-  p’ 

lorfque  l’expofant  » eft  un  nombre  entier  pofitif  quel- 
conque, en  divifànt  le  numérateur  par  le  dénomina- 
teur; car  fi  on  a,  par  exemple  la  différentielle 

, on  trouvera  par  la  divifion  

’ r q~  -+  p 


q*-+P 


:zdz — 2 qdz—ï 


4 qqzdz — pzdz-*- a gpdz  _ 


«!-♦!  q Z -*■  P 

qu’on  pourra  intégrer  par  parties. 


; différentielle 


Exemple  IV.  Soit  l’ordonnée  /=#*  (/»-+■ 

b X*  — \-cx2*)~  1 , m étant  un  nombre  impair  & pofitif. 
En  fuppofant  * — z’  , on  trouve  la  différentielle/ dx=z 


d Z (i 


■ bz ’ 


•cz 


,)-'=-'Zm~tdz  (a- 


b a1  — a4)  1 , en  faifànt  1 = 2.  En  retranchant  de 

l’expofant  m — 1 , l’expofant  * ou  2 , autant  de  fois 
qu’il  faut,  pour  qu’il  ne  refte  rien,  on  réduit  cette 


( 
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différentielle  a “</*  ( i»H-ial-+r«4)  1 , qui  eft  la  plus 

fimple.  Or  nous  avons  trouvé  (LXIX.)  par  les  qua- 
dratures des  ferions  coniques  les  deux  intégrales  S.dzX 
(/»— »-  b z -+■  c ) *,  & S.  z2  dz  (rf— t-  b z2  — i-rz4)  tf 

au  moyen  defquelles  on  peut  (par  le  Theor.  V.)  re- 
monter fucceflivement  aux  intégrales  S.  z*dz(a  — 'rbz' 

—¥•  c a4)  *,  S.z6  d z (</  — l-  b z2  — hc  a4)  1 , S.z8 d zX 

(n-fj«!-frs4)-',  ÔV.  & parvenir  a l’intégrale 

S.  z'"  1 dz[a  — hb  z2  -4-cz4  ) 1 , qu’il  faudra  multi- 

plier par  2<r,  pour  avoir  l’intégrale  cherchée.  Car  en 

fuppofaut  R = e~+f  z"  -+  gz2  n — a -i-  b z*  -4-c z* , o= 

a , f — b,  g c , « = 2 , z°  1 il*  1 d z—z°  d z (a -+ 

bz2-+cz*  )“*,  6 — i=o,  6 = 1,  A — i = — i, 

A = o,  »•=-  = -,  s=r— t-A=-,r  = r— f-A=I  ; 

& enfuite  S.  z~~l  Rx  1 dz  = S.dz(a— vbz  — t-cz4)-1 
= y/j  S.z'*''  1 R*  ' z = 5.  z*  </  * ( /J— t-  b z2  -+* 

cz4)  * =S,  & 5".  z9-H  I”  ldzR*  lz=^S.z*dzX 
( /»  — i-  b z2  — 4-cz4)  1 =C;on  aura  (Art.  ccxm.)  l’equa- 

tion  ^ zs  R>'^=zrcA-+sfB— t-r^C,  ou  ^ z — '-aA—* 
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- b B— h -cC:  d’ou  Ton  tire  l'intégrale  C = - — * /f-~  - B-  . 

1 j ’ 0 f 

O11  la  trouve  plus  brièvement  en  divifant  le  numera- 

teur  de  la  différentielle  ^ par  fon  denomiru- 

ez*-*bz  -i-* 


teur,  ou  en  la  reduifant  au  quotient  -dz — — £■ 


• iî». 


~dz  * b \ 

; , dont  l’integrale  eft  - z S.z  dz(a-*- 

CZ*  -+ 1>  Z -+-M  e € v 


b z -irez)  1 — ■ ■ - S.  d z {a— h b z— *-cx4)  1 , la 
même  que  C. 

f 

Exemple  V.  Soit/=xm'r~-1  (a-+bxf  -hcxlT)' , 
m étant  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro.  En  fuppo- 
fant  on  trouve  y dx  = a”’-1  dz  (a-+bz-¥ 


I 

cï*)1,  qu’on  réduit  a la  différentielle  la  plus  fimple 
1 

, dont  on  a l’intégrale  par  les 

quadratures  des  ferions  coniques  (Art.  LXIX.  ).  Mais 
comme  l’ordonneé  y eft  un  trinôme,  on  a befoin  d’une 
autre  intégrale  convenable  , pour  trouver  celle  de  la 

différentielle  propofée  par  le  Theor.  V.  On  peut  pren- 

1 

dre  S.zdz(a-+bz—+cz*  , que  nous  avons  trouvé 

Iii 
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par  les  quadratures  des  ferions  conique.?,  8c  au  moyen 

I 

de  ces  deux  intégrales  S.  dz(a  — \rbx  — i-r*1)*,  8c 
1 

S.zd  z(a-*-bz-+-cz2y  regardées  comme  données.  On 
trouvera  par  le  Theor.  V.  fucceflivement  toutes  les  au- 
tres intégrales  S.  z2d  z(a~bbz^-cz2y  , S.zzdz(t- + 
1 1 

b z — c z )* , &c.y  8c  S.  z 1 d z (a  b z — t-c  z 2 )*  , 

S.  z~~2  dz(a  -\-bz  — t-c  z )*  , &c. . On  pourroit  auiïi 
fuppofer  z — u~ 1 ; ce  qui  donneroit  dz(a  — \-bz-+ 

1 t 

r*1)’  = — u > du(au2 -^-bu-t-c)*  , dont  l’intégrale 
fe  trouve  par  les  quadratures  des  ferions  coniques,  en 

faifant  u = z~ 1 , & par  ce  qu’on  a aufli  l’intégrale 
1 

S.  d u (au2 -+bu -+c)*  par  les  mêmes  quadratures, 
on  pourroit , au  moyen  de  ces  deux  intégrales  données 
trouver  fucceflivement  toutes  les  autres  u~l  du  (au2  -+ 
2 2 
bu -t-c)1  y 5.  u * d u (au1  -+  bu  ~i-c)x , S.  d u X 

I 

( au2-if  bu-i-c)2 , &c.y  qui  donneraient  l’intégrale  de 
la  différentielle  propofée  dans  tous  les  cas,  en  remet- 
tant z au  lieu  de  u~ 1 . 
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C C X L I X. 


Les  exemples  precedents  dépendent  de  la  compa- 
raifon  des  aires;  il  fera  a propos  de  rappeller  icy  le 
Theoreme  general  pour  les  courbes  trinômes , 8c  d’en 

£ 

tirer  quelques  confequences  : foit  L-,  ou  x R faire 


d’une  courbe,  8c  foit  R—c-*-fx"-i-gx*”-J  nous  avons 
démontré  que  l’ordonnée  de  cette  courbe  eft  = 

I*  1 —H  j — M 1.  f x*  n 1 — <-  3 — ikn,  g m*  * xn  ‘ 

8»  + l 

fi  l’ordonnée  eft  compofée  de  differentes  parties , on 
pourra  regarder  chaque  partie  comme  les  ordonnées 
d’autant  de  courbes;  d’ou  il  fuit  que  fi  A eft  l’aire 

d’une  courbe,  dont  1 ordonnée  eft  - ; B laire  d’une 

7 » 9 


courbe  , dont  l’ordonnée  eft  - ; C faire  d’une 

R 


courbe,  dont  l’ordonnée  eft 


Î4JII-I 


— , on  aura  ôe^-4- 


6 — A n ,fB -+-6  — 2 \n.gC—xS  R *,  8c  par  la  mê- 
me raifon , fi  D eft  faire  d’une  courbe,  dont  l’ordon- 


S 3 n — 1 


née  eft  - , on  aura  6-*-n.  cB— HS-+-»  — A n.fC 

r'-*1  ’ J 


Q -*■  m 


— t -6-4-» — 2 A n.gD=  -L__  fuppofons  maintenant  .F 
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l’aire  d’une  courbe,  dont  l’ordonnée  — — , 8c  G l’aire 

rk 


• — 1 

d’une  courbe  * dont  l'ordonnée  — en  fubftituant 

* n \ 


e-*-f xn  -+gxta  a la  place  de  R,  8c  multipliant  par 


«•— 
m > 


on  aura 


g — > , c 9 -*  » — I . . S-*-»» — t 
* H-  / * 


J — « 


5 -m  — l , rJ-m-’,  , 6 -*n—l 

il -i-f* I±Ü — , 8c  par  cou- 

Rk~*  1 RK  r 

fequeut  e A— \-f  B -+ g C= F , 8c  c B—bfC  —*-g  D — G ; 
ce  qui  fournit  quatre  équations,  par  lefquelles  on  pour- 
ra déterminer  les  rapports  des  ftx  aires  Ay  B,  C, 
D,  F,  Gy  & en  faifaut  difparoître  par  le  moyen  de 
ces  quatre  équations  trois  des  aires,  on  aura  le  rap- 
port des  trois  autres,  ainfi  après  avoir  fait  difparoître 
par  le  moyen  des  équations  precedentes  les  aires  B , 
C,  D,  on  trouvera  A = 


(5-)-v>.  fl'-hiS— rff—  2rg)x R —fg.* 


,^»r-k 


comme  il  eft  démontré  (Art.  ccxvi.). 

Or  il  eft  aifé  de  voir  que  la  courbe  eft  quarrable 
fi  \n  — zQ.cgy  8c  en  même  tems  » — 

= comme  nous  l’avons  déjà  fait  voir  d’une 
autre  façon.  Mais  s’il  n’arrive  ny  l’un  ny  l’autre,  ou 
l’un  des  deux  feulement,  la  quadrature  de  la  courbe, 


/ 
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x*-> 

dont  l’ordonnée  eft  ~j~rr  dépendra  de  la  quadrature  de 


deux  courbes , dont  les  ordonnées  font  — — , & i 


9 -*■  * — i 


R R * 

ou  de  l’une  des  deux  feulement.  Mais  l’aire  d’une 

» — i 

courbe , dont  l’ordonnée  dépend  des  aires  de  deux 

r.k 

x6 — i *-*•■ — x 

courbes,  dont  les  ordonnées  font  — — -,  8c  : de 

/ex— ‘ ’ a"-1  ’ 

plus  la  quadrature  de  la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft 

p-n  — 1 

— j — , dépend  des  aires  des  deux  courbes,  dont  les 


ordonnées  font 


J-m — t -+  a n — 1 

8c  — - — - — ; donc  on  a re- 


— i y 


duit  la  quadrature  de  la  courbe  propofée,  a la  quadra- 
ture des  trois  courbes,  & par  confequent  elle  fera 
quarrable,  fî  chacune  d’elles  peut  être  quarrée.  Mais 
s’il  arrive  qu’aucune  ne  foit  quarrable,  ou  une  d’elles 
feulement,  alors  la  quadrature  de  chaque  courbe  relian- 
te dépendra  de  la  quadrature  des  deux  courbes,  dont 

les  ordonnées  feront  affeélées  du  dénominateur  R , 
8c  en  diminuant  les  expolàns,  on  réduira  enfin  la  qua- 
drature propofée  aux  quadratures  les  plus  fimples.  Ainfi 

la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft  — — - — - , A 

étant  un  nombre  entier,  pourra  toujours  être  quarrée 
exaêlement,  ou  fa  quadrature  ne  dépendra  que  des 
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ferions  coniques,  l’expofant  du  dénominateur  étant  ré- 
duit a l'unité,  ce  que  nous  avons  déjà  démontré  au- 
trement. 

S’il  arrive  que  dans  l’expreffion  de  l’aire  A,  on 
ait  \eg — ff=o,  il  eft  clair  que  l’aire  A difpa- 
roitroit  de  l’equation  precedente,  & la  courbe  dont 

* X*"-1 

l’ordonnée  eft  ■ — fe  réduirait  a un  bi- 

nome , puifque  l’ordonnée  precedente  deviendroit 
— , , - ; car  en  fubftituant  a la  place  de  e (à 


valeur  -f— , on  aurait  — 

4f  ’ (e 


-5—i 


(f-f/.’-fj.1  V"1 


(i4f« 


4'  J 


(4f*-+4 


UO* 


dont  l’ordonnée  eft 


mais  l’aire  d’une  courbe  qui  aurait  cet- 
quadrature  d’une  courbe , 
, comme  il  eft  évident  par 


C»r-I -/Vy»-1 

te  ordonnée  dépend  de  la  quadrature  d’une  courbe , 

!»  — 


ïf-4-/V 


les  reduftions  precedentes;  donc  le  cas  propofé  devien- 
drait plus  (impie  dans  cette  fuppofition,  & la  demon- 
ftration  donnée  par  M.r  Newton  fubfifte  dans  ce  cas 
qui  n’en  devient  que  plus  facile. 


CCL 


-PROBLEME  III.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 
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tielle  quadrinome  xT  dx  (<?— *-/>  xr  -+c*!  r -+•/*’ T ou 
la  réduire  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  (impies. 

Solution  . On  refoudra  ce  Problème , & tous 
les  autres  du  même  genre  comme  les  deux  precedents. 

Dans  celui-cy  on  aura  l’ordonnée  / = xT (/»-+£ xT— ♦- 

rxlr-Wtf')*  = 

on  la  comparera  fous  ces  deux  formes  avec 
l’ordonnée  xe—  1 (*— h/V -f-g  xJ  n—¥b  ’’)x  1 , qu’on 

trouve  en  faifant  évanouir  les  coefficients  de  tous  les 
termes  après  le  quatrième,  du  polynôme  R , & en  fup- 
pofant  a=  i,  £ = o,  c—o , ÔV.  dans  l’ordonnée  gene- 
rale xf  1 R''  1 (a-*- b X* -*-c xla —h&c.)  du  Theor. 

1 

III. , ce  qui  donnera  l’aire  S .y  dx  — x Rh  -'fA—  x ” 

I 0 ~~f~  0 fB  —H  f /y  >4^  n ^ (•*—+•  O fC -4-  0 ~4- i) ,p  ^ — t- ^ ^ 

\ r-f  2 . e J \ r — f-  J . / J 

Q 

— &c.  & dans  cette  fuite  on  aurar  = -,  * = >•-+•  A, 


r = r-+-A,  « = r-+-A,  Ôï.,  A=±t,B  =—=-> 


f (j-t-îl/O-f  (<-f  I );.B— 

r s . f V 5 


r=— , d =— (j 
£?c.  On  comparera  l’ordonnée  y fous  la  forme  xT  (a- 
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bx  — f-r x*'-+d' avec  l’ordonnée  x l{e-\-fx 

— *,  &:  on  déterminera  les  valeurs 
des  lettres  r,/,  3,  by  f,  A,  »,  r,  r,  r,  u , JB, 

C,  D,  ÔY.,  qu’on  fubftitucra  dans  l’exprefliou  de  l’aire 
S.ydx.  Si  la  fuite  de  cette  aire  fe  trouve  finie,  on 
aura  l’intégrale  algébrique  de.  la  différentielle  propofée . 
Si  elle  eft  infinie,  il  faudra  comparer  l’ordonnée  y fous 
l’autre  forme  x~* J rr  (</'— i-cx~~  ’ -4-  bx  1 T -t-ax  î<r)T 
avec  la  même  ordonnée  *5  ~ 1 (e-+/V  — l-gx1” -4- 
bx'*)K~-ly  déterminer  les  valeurs  des  lettres  e,/,  5, 

h , 6,  A,  »,  r,  Sy  ty  Uy  Ay  By  Cy  Dy  ÔV.  , 8C  1 ËS 

fubflituer  dans  l’exprellion  de  l’aire  S.ydx.  Si  la  fui- 
te de  cette  aire  eft  finie,  on  aura  l’intégrale  cherchée. 
Mais  fi  les  deux  fuites  de  l’aire  S.ydx  font  infinies, 
on  réduira  la  différentielle  de  faire  propofée  a celles 
des  aires  des  courbes  les  plus  fimples,  comme  on  a 
fait  dans  les  deux  premiers  Problèmes,  ayant  cepen- 
dant egard  a ce  qui  eft  propre  aux  différentielles  qua- 
drinomes.  Au  refte  lorfque  les  deux  fuites  de  l’aire 
S.ydx  font  infimes,  on  peut,  en  fe  fervant  de  celle 
qui  converge , approcher  tant  qu’on  voudra  de  la  véri- 
table fomme  de  cette  fuite,  & par  confequeut  de  l’in- 
tégrale cherchée. 

CCLI. 
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CCL I. 

Problème  IV.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 

tielle  y d x =*■'”'  'dx  (e  — \-fxn  )K  ’ ( k-i -l*"  T 1 , 
p étant  un  nombre  entier  pofitif. 

Solution.  On  pourroit  refoudre  ce  Problème  par 
les  formules  du  Tlieor.  IV.  en  fuppofant  dans  ces  for- 
mules R — e~+fxny  S~k-blxn^9  — i = p>i — i, 
a—i,l>=o,c  = o,  (2c.  ; mais  on  rendra  la  foîution 
plus  fimple , en  fuppofant  x”  ~z  dans  la  différentielle  pro- 

pofée,  ce  qui  donne  ydx  = -z  dz(e-t-fz)  1 X 


en  failânt  de  plus  e~±f z — u,  ou  z — '^—  ; donc, 
. r , 

lorfque  p—  x , on  aura / d x = - 

différentielle  binôme , qu’on  pourra  intégrer  par  le  Pro- 
blème I.;  & lorfque  p ^ i , en  développant  la  puif- 
fance  entière  p — i du  binôme  u — <?,  on  aura  pour 
y d x une  fuite  de  termes  de  la  forme 

- — t , dont  chacun  pourra 

aulfi  être  intégré  feparément  par  le  Problème  I. 

Kkk 
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Exemple  I.  Soient  />=i,  A — i = , & |U — 

I 

i — — i y ou  /u  = o , on  aura  ^ * u'  du  (Jkf — 

le-^lu)  I;=7J*  -r^  > en  fuppofant  « = & 

— e = q.  Or  f“»  Par  confequent 

c ' ‘‘ ' — t — S,  ï,ic-  & l’intégrale  S.  -iil_  efl 
»*-+?  »*-+» 

un  arc  de  cercle , dont  le  rayon  efl  ifq  , & la  tan- 
gente /,  lorfque  q efl  pofitifj  8c  elle  fe  trouve  par 
les  logarithmes,  ou  par  la  quadrature  de  l’hyperbole, 
lorfque  q efl  négatif,  comme  nous  l’avons  déjà  vû; 
on  aura  donc  l’intégrale  cherchée  en  partie  algébrique- 
ment, en  partie  par  la  quadrature  du  cercle,  ou  par 
celle  de  l’hyperbole . 

Exemple  II.  Soient  p — i,  A — x = — i. , 8c 
(jl — i= — i,  ou  /a  = o,  on  aura  ^ d x = ~ u~  7 X 

du(kf — le~¥lu )'  1 =-d_  . é- — —y  en  faifant  les 
mêmes  fuppofitions , que  dans  l’exemple  precedent . Or 

on  trouve  par  le  Probl.  I.  S.  '■  a‘  = — ï — S.  - , 

r *-+?  » 
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comme  on  peut  le  vérifier  en  différentiant  de  part 
& d’autre,  & nous  avons  trouvé  dans  l’Ex.  I.  l’inté- 
grale S.  — . 

» -M 

Exemple  III.  Soient  p=  1 , A — 1 = , ju.  — 1 

T . î 1 , 

= — - , A — — , [J.  — - , on  aura  / d x = 


— a1  J a ( k f — te— ► lu  ) 


= 1 — ~r~ — > en  fuppofant 

n l/fi  **-*—  rr 


u—t & —t~  — e = q-f  on  a déjà  trouvé  l’intégrale 

de  cette  différentielle  dans  l’Exem.  I.  Ces  trois  exem- 
ples font  pris  des  formes  p.e,  io.«,  & il.*  de  la  fé- 
condé Table  du  Traité  des  quadratures  de  Newton. 


CCLII. 


Corollaire.  Si  la  différentielle /</x=x/”,*"IX 
dx  (e  — hfx”)K  en  fup- 

pofant xn—  z , on  aura  y d x = ^ z?~l  d z(c-*- 

f z)X  1 (k  — <rl  Z— hrn  Z*  — ♦-  &C.y~  1 X 


' A M ( U — f 1 • 


• m, 


(■— )* 


+Ô*r.) 
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en  faifant  de  plus  z = , par  ou  l’on  voit,  que 

p étant  un  nombre  entier  & pofitif,  on  pourra  trouver 
l’intégrale  de  la  différentielle  ydx  par  le  Problème  I. , 
lorfque  le  polynôme  (k  — l-/x"  — xin-+&c.)l‘~ 1 fera 
un  binôme,  par  le  Problème  II.,  lorfque  ce  fera  un 
trinôme,  par  le  Problème  III.,  lorfqu’il  fera  uu  quadri- 
nome , 8cc. 

CCLIII. 

Problème  V.  Trouver  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle y d x—  x!  ~ 1 d x(c-4rf  )x  1 

mxzn  1 , les  expofans  étant  des  nombres 

quelconques,  ou  zéro. 

Solution.  En  fuppofant  x”  = z,  on  aura  ydx=z 

~ z"  dz(e-+fz)K  1 (/:— 4-/z-+otz*— 4-6'c. ),i  * 

On  refoudra  donc  ce  Problème,  comme  dans  le  Corol- 

g 

laire  precedent , lorfque  - fera  un  nombre  entier , & 

pofitif  —pi  on  le  refoudra  comme  le  Problème  III., 
& les  autres  du  même  genre,  lorfque  l’cxpofânt  A — i 
fera  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro,  quelques  foient 
les  autres  expofans.  Enfin  on  pourra  le  refoudre  géné- 
ralement par  les  formules  du  Theoreme  IV.  en  faifant 


i 
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dans  ccs  formules  R 

— t-  C?  c . , a I , b o 


= e — *•/  *” , S—k-+lx”— hmx1” 
= c,6'c. , d'ou  lou  aura  S.ydnzzz 


R' S 


— (*-+■  t)fkB 

— (s’-*-i)clB 

— tgk’A 
—tfl.A 


T-+  l.ci 


■ &C. 


i 


C C L I V. 


Remarque.  Nous  ne  paflerons  pas  plus  loin  ces 
fortes  de  Problèmes;  ce  que  nous  en  avons  donné  fuf- 
fit  pour  bien  faire  comprendre  l’ufage  des  méthodes 
de  Newton.  Il  nous  relie  feulement  a obferver,  & 
a démontrer  un  principe  general  qui  peut  fervir  de 
retîource  en  pluficurs  occafions  a ceux  qui  fe  font 
préparés  au  calcul  intégral  par  l’étude  de  la  Théorie 
des  fuites;  cette  théorie,  que  nous  fuppofons  connue 
d’ailleurs  nous  meneroit  trop  loin , & n’entre  point 
dans  le  plan  de  nôtre  Ouvrage. 

Lorfque  l’equation  , qui  exprime  le  rapport  de 
deux  variables  y , *,  n’eft  point  affeélée , ou  quelle 
peut  fe  réduire  a une  équation  non  affeftée,  on  peut 


i/ 
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toujours  trouver  l’intégrale  de  la  différentielle  ydx  par 
une  fuite  finie,  ou  infinie.  Car  dans  la  fuppofition , 
la  variable  y fera  une  fonflion  algébrique  de  * , ou 
x une  fonélion  algébrique  de  y\  or  on  fçait  que  par 
le;  operations  d’Algebre , furtout  par  la  divifion  con- 
tinuée , & l’extraélion  des  racines , a l’aide  du  binô- 
me de  Newton  , on  peut  toujours  réduire  / , ou 
la  fonction  algébrique  de  * a une  fuite  finie,  ou  in- 
finie de  la  forme  dans 

laquelle  A,  B , C,  D,  ÔY.  font  des  confiantes,  ou 
zéro,  A,  /*,  *■,  &c.  des  expofans  quelconques  entiers, 
ou  rompus,  pofitifs,  ou  négatifs:  on  aura  donc  dans 
ce  Cas  y dx—Ad x-+B x* d x-4-C x*1  dx-^-Dx’dx  Ô*c., 

P A i f.  «-*1  n * -*  » 

& 1 intégrale  S. ydx~Ax  — » — 1 —t 

— *-Ô*r. , en  remarquant  que  s’il  y a quelque  terme, 
où  l’expofant  de  x foit  — i , il  faudra  intégrer  ce 
terme  par  les  logarithmes.  On  voit  de  même,  que 
x étant  une  fonélion  algébrique  de  /,  on  pourra  tou- 
jours trouver  une  équation  de  la  forme  x=.F— k-Gy* 
— t-  HyT  — t-  K / — h&c. , d’ou  l’on  tire,  en  différentiant, 


d Gy*  'dy-t-rHy*  ldy—¥f>Ky(  1 d y — t- 


ÔV.  , & S.  y d*  — 

C.  Q.  F.  D. 


~ f -*■  1 j,  r -*■  i 

*Gy  rHy 

I ”T’  *"+•  1 


’JLzL^&c. 

f-+- 1 
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On  peut  aufft  trouver  par  les  fuites  finies,  ou  infi- 
nies l’intégrale  de  la  différentielle /</*,  lorfque  y eft  une 
fonflion  de  x , avec  des  intégrales  en  x exprimées  par 
des  fuites  finies , ou  infinies . Car  il  eft  évident  que , 
dans  cette  fuppofition , la  variable  y pourra  toujours 
être  exprimée  par  une  fuite  finie , ou  infinie  de  la 

forme  A-¥Bx  -+C  x“  — t-  D x”  -4-  &c. , & par  conlc- 
quent  la  différentielle  pourra  être  intégrée  comme  cy- 
devant. 
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CHAPITRE  VIL 


De  l'intégration  de  la  différentielle  ' dg^-^du1, 
dans  laquelle  l’une  des  deux  variables  e/l  une 
fonbiion  algébrique  de  l'autre. 

CCLV. 

On  fçait  que  Tïd  eft  1’element  ou  la 

différentielle  de  l’arc  d’une  courbe,  dont  les  coordonnées 
perpendiculaires  font*,  de  forte  que,  fi  on  defigne 

cet  arc  par  s , on  aura  ds = Ÿ dz^-t-du1  , k s x=z 

S.  Sj-Tff-j  »*,  en  ajoutant,  s’il  eft  neceffaire  , la 
confiante  pofitive  ou  négative  qu’on  déterminera  par  la 
réglé,  que  nous  avons  expliquée  (Art.  xiv.). 

CCLV  I. 

Theoreme  I.  La  différentielle  l/'dzi-¥-dui  peut 
toujours  être  transformée  en  une  autre  différentielle  de 
la  forme  j'dx,  dans  laquelle  y fera  une  fonction  al- 
gébrique de  x. 

Démonstration.  Soit  u — Z fonétion  algébri- 
que de  * , on  aura,  en  différentiant , d u — d Z = 

Zdz, 
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Z'  dx , Z'  étant  encore  une  fonction  algébrique  de  x ; 

d’ou  l’on  tire  dux=.  Z 1 d x1 , 8c  Ÿ dzx—hdux  =s 

dz  i—¥ Z1  =/ d x , en  fuppofant  x = « , &.  y = 

ri-t-Z'1.  Or  puifque  Z eft  une  fonction  algébrique 

de  x,  ou  de  x,  la  quantité  ^ 1 — *- Z ~ , ou  / fera  en- 
core une  fonction  algébrique  de  x;  donc  &c.  C.  4?. 
F.  D. 

CCLVII. 

Corollaire  I.  Les  rectifications  des  courbes  fe 
reduifent  par  ce  Theoreme  aux  quadratures  d’autres 
courbes,  & lorfqu’on  aura  transformé  la  différentielle 

VTz^d  u 1 en  y d Xy  on  pourra  fe  fervir  de  toutes 
les  méthodes,  que  nous  avons  donné,  pour  intégrer  la 
différentielle  / dx,  & en  appliquer  le  refultat  a la  dif- 
férentielle If  Jz'—t-dü’1  =zy  d x . Ainfi  , lorfque  la 
transformée  y d x pourra  fe  réduire  a une  différentielle 

rationelle , on  pourra  trouver  l’intégrale  S.  * d z1-+dut 
algébriquement,  ou  par  les  Tables  des  logarithmes,  & 
des  finus,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  qua- 
dratures des  feftions  coniques;  lorfque  la  transformée 
pourra  s’intégrer  par  des  formules  quelconques,  ou  fe 
réduire  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples , 

LU 


450  Elemens  du  Calcul  intégral 
on  pourra  auffi  intégrer,  ou  réduire  de  la  même  ma- 
niéré la  propofée  ^ dzi-¥du*  . 

CCLVIII. 


Corollaire  II.  Puifque  la  différentielle  l'd z*-y-d »* 

peut  toujours  fe  réduire  a la  différentielle  dz  — t-  Z'1  , 

dans  laquelle  Z'  eft  une  fonélion  algébrique  de  z,  ou 

a la  différentielle  d u l^i  -t-V'1 , dans  laquelle  V elt  une 
fonction  algébrique  de  u , on  pourra  dans  un  grand 
nombre  de  cas  faire  ufage  de  nôtre  Table  de  réduction 

pour  trouver  l’intégrale  S.  ^ dz*-¥du1  , les  formules 
de  cette  Table  ayant  beaucoup  de  rapport  avec  les 

différentielles  de  la  forme  d z ^ i—¥  Z * . 


Exemple.  Soit  * —ayn  1 l’equation  a la  para- 
bole de  tous  les  genres , dans  laquelle  n eft  un  nom- 
bre entier  pofitif;  on  aura,  en  différentiant  »*"■“  lX 

d*=z  n-i-ay”  1dyf  d’ou  l’on  tire  dy  = 

n — 1 .ay 

t 

= — — — , en  fubftituant  a la  place  de  y”~1  fa  va- 

- n—l 
n — i.a 


x a — 1 n^x*  ““  1 à jc* 

leur  — ; donc  dy1  — — — , & par  con- 


n — 2 n — hi.  a 
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fequent  t^dx1  — t-dj*  =zd* 

doj  Ion  voit  que  cette  cxpreffion  fe  réduit  a l’aire 
dune  courbe,  dont  labfciffe  eft  *,  8c  l’ordonnée  per- 

/ S 

pcndiculaire  j/  ! Ù-.  ‘ , & par  confe- 

n1 — 1 

quent  fi  la  valeur  de  n eft  telle , que  l’ordonnée  ap- 
partienne a une  courbe  quarrable,  cette  courbe  fera 
aufli  résiliable;  autrement  elle  ne  le  fera  que  par 
approximation  , 8c  on  pourra  la  comparer  avec  les 
courbes  les  plus  fimples. 


Soit  » = l’equation  fera  :=/*/*  j qui  eft 
une  parabole  du  fécond  genre,  & la  différentielle  de 

l’arc  devient  dx  if  1 — lï  , que  l’on  voit  être  quar- 
rable, 8c  qui  fe  réduit  a la  forme  troifieme  de  la  pre- 
mière Table  de  Newton  d'x  1 = y , en 

faifant  » ==  1 , d'—  1 , e = 1 , f=~~  , & l’intégrale 


8a 


*7  r 


. On  trouverait 


de  la  même  maniéré  l’intégrale  de  la  différentielle  pre- 
cedente 8c  par  confequent  les  rectifications  des  parabo- 
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les , toutes  les  fois  que  n eft  un  nombre  pofitif  impair 

plus  grand  que  3.,  comme  5.,  7.,  p.,  fkc. 

Si  on  fuppofe  dans  la  forme  precedente  n — 4, 

l'equation  devient  x4 —a y' , & la  différentielle  de  l’arc 


en  comparant  cette  expreffion , 


comme  nous  avons  fait  dans  le  Chapitre  precedent,  on 
voit  qu’elle  n’eft  pas  intégrable,  mais  qu’elle  appartient 
a la  troifieme  forme  de  la  fécondé  Table  de  Newton 


<?-+•/*”,  en  faifant  »=— j-,  d'=i,  f=-Lr, 

9* * 

/=*,  & cette  intégrale  dépend  de  l’hyperbole. 


De  même  foit  la  parabole  ordinaire  ax-=zyx , on 


aura,  en  reduifant,  la  différentielle  de  l’arc  —dx  X 

LS^ax-  1 , qu’on  voit  par  les  méthodes  precedentes 

ne  pas  être  quarrable;  mais  elle  fe  réduit  a la  troilie- 
me  forme  de  la  fécondé  Table  de  Newton,  fçavoir  a 

l’expreflTton  ■ — v e -+•/*'’,  en  faifant  » = — 1 ÔV. , 

Z 

qui  dépend  de  l’hyperbole,  comme  la  precedente.  Il 
efl  évident  qu’on  peut  fubflituer  indifféremment  dans  la 

différentielle  de  l’arc  l’expreffion  dy1 , ou  dx1;  ainfi 
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dans  l’Exemple  precedent  ax—yzy  on  aura  -y/,y  — dx, 

& dx1  — * — d£—  ; la  différentielle  de  l’arc  devient 

/x tlL+i /=*,/> .-*^=7^/-'. 

a & * 

Jf 

qui  appartient  a la  forme  -JT\V  e-t-fx?— yy  en 
faifant  « — — 2,  (?c.,  qui  fe  réduit  a l’hyperbole . 
CCLIX. 

Corollaire  III.  Il  efl  clair  qu’on  peut  trou- 
ver par  la  même  méthode  une  infinité  de  courbes  re- 
flifiables  a volonté,  ou  comparables  avec  des  aires  de 
courbes  données  ; foit , par  exemple , propofée  de  trou- 

JT 

ver  la  courbe,  dans  laquelle  S.  rdx2  — bdy2  — - x*  , 

X 

on  aura,  en  différentiant,  ^ dx2  — \-dy2  =*’  dx  , &, 

en  devant  au  quarré,  d x2 -+dyz  = x d xz  y d’ou  l’on 

tire  (* — i )dxz  — dyz,  & dx^x — i —dy;  par  con- 
fequent  l’aire  d’une  courbe,  dont  l’abfcilTe  eft  x,  8c 

l’ordonnée  ^ x — i , en  divifant  cette  aire  par  une 
quantité  confiante  donnera  la  valeur  de  y ordonnée  de 
la  courbe  cherchée.  On  trouvera  cette  courbe  en  com- 


parant l’exprcffion  Y x — î avec  la  troifiemc  forme  de 


454  Elemens  du  Calcul  intégral 
la  première  Table  de  Newton , par  laquelle  on  aura 

f — *(x — i)*,  équation  a la  courbe,  comme  ou  voit 

d’ailleurs  du  premier  coup  d’œil  en  intégrant.  Cet 
exemple  eft  très  (impie,  & nous  ne  l’avons  mis,  que 
pour  éclaircir  une  méthode , dont  nous  ferons  ufage 
dans  la  fuite. 

CCLX. 

Lemme  I.  Trouver  la  différentielle  de  l’arc  de 

l’hyperbole . 

I.°  L’equation  a l’hyperbole  entre  les  afymptotes 
perpendiculaires  cft  xu=:q,  en  prenant  l’abfciffe  * de- 
puis le  centre  fur  une  afymptote,  u pour  l’ordonnée 
correfpondante  , & q pour  une  quantité  confiante  ; 

on  aura  donc  u — qz  = — qz  du2=z 


dxlSx1-+qq,  en  faifant  z1=x,  ou  x—xl  . 

II. ° L’equation  a l’hyperbole  eft  ««= ^(zz  — 

tf/»),  les  deux  axes  étant  2 *,  & zb  y en  prenant 
l’abfciffe  z depuis  le  centre  fur  le  premier  axe  2u,  8c 
u pour  l’ordonnée  correfpondante;  donc,  en  fuppofant 

~z=q,  on  aura  uu  — qÇzz — *»/»),  ud  u — qzdz  , 
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u1  dtf—q1  zzd  zz  , 


Si  Sdz'-t-du1  =. 


i f J-  £n  fuppofant  (q-î-i)zz — a.i= 

y zz — 


^ 5 — aa 


«x,  ou  iî  = ~f~ > on  trouve  2zdz=j£j  , </z 


3 d x 


a ri  x 


’ ( î-1-  : ) 1 s l/JZ^T.  2 /*x-+aa  ’ 

' lixt^Tr  àx  «x 


A z 1/  g — h i . ~.1—  « x 


’2  l/x-ta.  ^X— ~q*  I I— î)  — ?«■» 

j * f'T* 


— = y dzz-+d «*,  & par  confe- 

quent,  lorfque  les  deux  axes  2<r,  &:  2 b feront  égaux, 


l’cxpreflion  precedente  fe  changera  en  — A*  -,  dif- 
férentielle de  l’arc  d’une  hyperbole  equilatere. 

Lorfque  * fera  plus  grand  que  £,  la  quantité 

LLzJ’Jl  fera  pofitive,  & elle  fera  négative,  lorfque  a fe- 


ra plus  petit  que  b . Dans  le  premier  cas  on  aura 
d x y mx 


y77z 

yiz* 


•d  u 1 


■duz  = 


2 y X X -bpx  — b b 

A X P M X 

2 y x x — p x — b b 


dans  le  fécond  cas 


Si  on  prend  l’abfcifle  z fur  le  fécond  axe  2 b , le 
premier  axe  étant  toujours  2 a,  8c  l’ordonnée  au  fé- 
cond axe  étant  u , l’equation  à l’hyperbole  fera  u u = 
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-~^(zz-+bb)=q(zz—*-bb)  , en  faifant  ji~  q » on 
aura  donc  udu  = qzdzy  d — & l/Tz^-ï-Tü* 

— <i?  i ) ->■  !'b  j.q  fuppofant  (ç-+-i)z1— y-bb 

^ ZZ-’rb  b 

L * L L I bd  X 

= bxy  ou  »*=  ? ---  , on  trouvera  , 

, Z*-+b~ 

* q -+  I . » K i *-*-  b ï * K ZZ-*-bb 

a»  K~ a*  t'T» — 

zy  XX-+b*(q-~  I)—  1 r*V  -j-** 

/ d z1 du1- 

CCLXL 

Lemme  IL  Trouver  la  différentielle  de  l’arc  de 
l’ellipfe . 

En  nommant  les  deux  axes  iay  & 2 b,  * l’ab* 
fciffe  prife  depuis  le  centre  fur  l’axe  i a , & u l’ordon- 
née correfpondante,  on  a l’equation  uu=— (a a— zz) 

— q(aa  — u),  en  faifant  ^~q;  donc  udu~  — 
qzdz^u1  du*  —q*  z2  d z1,du1  — a\Z__zzt  k^dz  —*du 

_<izi /{,-OzzTZ'  En  fuppofant  i )KK-+aa 

/ »»  — zz 
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:ax.  OU  zz=- 


r — I » 


on  trouv 


457 

. ad  X 

era  2 z </  z = , 

î — * ’ 


dz  = ,—^ f— = & Sdz--+dH' 

( ? I ) . I ^ l/  i,j  1/ a x — au 


dx  Sa  x 


«Jf(j  -+■  I ) — xx 


dx  t/a  x . , r . a a — J-  b b 

■ , p étant  une  quantité  politive  = — - 


a ^ P*  — **  — Ai 


cclxil 


Corollaire  I.  L’intégrale  de  la  différentielle 
3.  1 

binôme  x 1 dx(xx— \-bb)x  dépend  de  la  reftification 

d’un  arc  d’hyperbole  entre  les  afymptotes  perpendiculai- 
res, dont  l’equation  eft  zw  = £,  eu  prenant  z pour 
l’abfciffe  fur  une  afymptote  depuis  le  centre,  u pour 

I 

l’ordonnée,  8c  en  faifant  z = x*  ; car  fuppofé  que  cet 
arc  d’hyperbole  foit  s , on  aura  ds  — ^ dz1-^-dux  = 

l_  1 

z * dzl/  L’b  — \x  1 d x(x  x-*- b b)'  ; * *X 

1 2 JL 

d x(xx— i-b  b)%  — idsy8cS.x  1 dxÇxx— *•  b b)*  = 2 st 

plus,  ou  moins  la  confiante;  d’ou  il  fuit  que  l’intégra- 

j_  «_ 

le  de  la  différentielle  x -/x1)1  dépend  de  la 

M mm 
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rectification  de  l’hyperbole,  lorfque  ey  Sc  f font  des 

quantités  pofitives  ; car  f-*-/xl=jf(  j-H f-x*)  , par 

5_  x_  i_  3_  i_ 

confequent  x f xdxÇj— t-x1^*  ; 

— i L i 

en  faifant  bb=j,  on  a a 1 dx  (e— h/x1)1  =/*  X 

j.  I 

x 1 dx(xx-i-bb)1  . 

CCLXIII. 

Corollaire  II.  L’intégrale  de  la  différentielle 

S I 

binôme  *‘<fx(**  — ££)  1 dépend  de  la  reflification 
d’un  arc  d’hyperbole  equilatere , dont  l’axe  eft  2 b , & 
l’equation  uu  = zz — b b , en  prenant  z pour  l’abfciffe 
fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  « pour  l’ordonnée, 

& en  faifant  bx  = izz — bby  ou  z — Car 

fuppofé  que  cet  arc  foit  r,  on  aura  ds  — — — — *—  — 

ï /xx — bb 

J_  1 II  1 

~ bx xx dxÇxx — ü)  *j  ~=x%  dx(xx — ££)  1 ; 

1 1 

par  confequent  ~-=:S.xxdxÇxx — b b)  1 j d’ou  il 

i_  1 

fuit  que  l’intégrale  de  la  différentielle  x1  dx(e-+fx*)  1 
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dépend  de  la  reclifkatiou  de  l’hyperbole,  lorfque  e cfl 

I 

négative,  & f pnfitive.  Car,  puifque  (f-*-/V)  ’ = 

i 1 

/ *(J.— t-*1)  i,  en  faifant  — bb~j , ou  £ = 

1_  « 1 1 

* * — j,  on  aura  x ' </  x(e— t-f x%)  1 =^f 

I 

(xx  — bb)  \ 

CCLXIV. 

Corollaire  III.  L’intégrale  de  la  différentielle 
1 _L 

trinôme  **  dx(xxz±p  x — bb ) 1 dépend  de  la  recti- 

fication d’un  arc  d’hyperbole , dont  le  fécond  axe  eft  2 b , 
le  premier  axe  2 <*,  & l’equation  uu  — j^(zz — aa)  , 
en  prenant  z pour  lablc i (Te  fur  le  premier  axe  depuis 
le  centre,  u pour  l’ordonnée,  & en  faifant  q—~ , (q 

-+-i  )zz — aa~ax , ou  z=  y — & le  demi-axe 

' / q -f  x ' 

pp-+bb , qu’on  trouve  par  l’équation 
— p — aJ~-/-  . Car,  fuppofé  que  la  différentielle  de 
l’arc  de  cette  hyperbole  foit  ds—^ -on  aura 
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Il  * 1 

d s — a'  x*</x  ( x x— ^ x — bb)  1 a*  X 

- _2  - 
x*  d x(x  x"zhpx — ££)  *;  par  confequent  ^=S.x‘  X 

t 

dx(xxztpx — *;  d’ou  il  fuit  que  l’intégrale  de 

JL  ___  i 

la  différentielle  trinôme  * V#( e-*-f  x-*-gx*)  ‘dépend 
de  la  reflification  de  l’hyperbole , lorfque  g étant  po- 
fitive  , e efl  négative,  quelque  foit  f.  Car,  puifque 

I 

e-*-fx-*-gx1=g  e-ç—r  * , on  aura  ( e — h 

1 J 1 J 

fx-*-gxx)  1 = g 7 ; & *!X 

_ i 2 - l 

dg(e-+fx-+gxx)  *=g  1 x'd  x ( * *rt/>x  — bb)  * , 
en  fai  Gmt  — b b , ou  b=.  ^ — 7 , 8c  ztp  = - . 

g ¥ 6 1 S 

CCLXV. 

Corollaire  IV.  L’intégrale  de  la  différentielle 

1 T 

trinôme  x*dx(px — xx  — bb)  * dépend  de  la  reftifi* 
cation  d’un  arc  d’ellipfe,  dont  un  axe  eft  2 & l’autre 

2 tiy  & l’equation  utt  — ^Çaa — z*),  en  prenant  z 
pour  l’abfciffe  fur  l’axe  2 a , depuis  le  centre,  u pour 
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l'ordonnée,  &:  en  fàifant  — — q , * = y » & le 

demi-axe  x — ~ pdt  f/~pp-—bby  qu’on  trouvera  par 
l’equation  p —h  '■  . Car,  fuppofé  que  la  différentiel- 
le de  l’arc  de  cette  cllipfe  foit  ds—t^ dx'-ï-du1,  on 

1 1 __1 
aura  ds=z  — a*  x* d x(px  — xx — b b)  * , & = 

JL  i 

S. x* d x(px — xx — bb ) *.  Il  fuit  de  la  que  l’intégra* 

2 __i 

le  de  la  différentielle  trinôme  x1dx(e-^f  x^-gxx)  » 
dépend  de  la  rectification  de  l’ellipfe,  lorfque  f étant 
pofitive,  e 8c  g font  négatives.  Car,  fi  on  fuppofé  f— 
— t-r  quantité  pofitive,  e — — ÿ,  & g — — r,  on  aura 

2 _ i 2 _ « 

xl d x (c-4-f  x—bgx  x)  1=x1dx(cx-—rxx  — q ) » 

=zr  * xldx(~  x — xx  — j r *x'dx(px  — xx 

1 

— b b)  * , en  fuppofânt  p = - , & bb—  ~ . 

CCLXVI. 

Remarque  . On  voit  par  les  demonftrations  prece- 
dentes que  les  différentielles  binômes  & trinômes  des 
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arcs  d’cllipfe  8c  d’hyperbole  font  fort  fimples , 8c  qu’on 
peut  facilement  trouver  leurs  intégrales  approchées  par 
les  fériés  convergentes,  que  fournilfent  les  formules  de 
Newton  dans  les  Problèmes  I. , 8c  II.  de  l'Article  troi- 
fieme  du  Chapitre  precedent  ; mais  perfonne  que  nous 
fçachions,  n’a  pù  jufqu’a  prefent  rendre  ces  différentiel- 
les rationelles , ou  les  réduire  a celles  des  aires  des 
ferions  coniques.  C’eft  ce  qui  a engagé  M.  Maclaurin , 
dans  fon  Traité  des  fluxions,  a diflinguer  différentes 
claffes,  ou  ordres  de  différentielles . La  première  claffe 
comprend  celles , dont  les  intégrales  peuvent  être  dé- 
terminées exaélément  en  termes  finis  par  des  expref- 
fions  algébriques,  ou  geometriquement  par  des  figures 
reflilignes.  La  fécondé  claffe  efl  pour  les  différentielles, 
dont  les  intégrales  peuvent  fe  trouver  par  les  Tables 
des  logarithmes  8c  des  finus,  ou  par  les  quadratures 
de  l’hyperbole , & de  l’ellipfe , ou  du  cercle . La  troi- 
fieme  claffe  renferme  les  différentielles,  dont  les  inté- 
grales ne  fe  trouvent,  qu’en  fuppofant  la  reélification 
des  arcs  elliptiques , ou  hyperboliques , & ces  intégra- 
les, avec  celles  des  deux  autres  claffes  font  toutes 
comprifcs  dans  le  genre  de  celles  qui  dépendent  des 
feélious  coniques,  en  mettant  au  nombre  de  ces  fe- 
rions le  triangle  8c  le  cercle.  Ce  font  lk  les  trois  pre- 
mières claffes  de  différentielles,  auxquelles  on  en  peut 
ajouter  une  infinité  d’autres . Quelques  Mathématiciens 
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du  premier  ordre  ont  fait  beaucoup  de  recherches  cu- 
rieufes  fur  les  différentielles  reduftibles  a la  troifteme 
clalTe . Quoiqu’on  puifle  en  trouver  les  intégrales  par 
les  fériés  convergentes  de  Newton,  comme  on  trouve 
les  arcs  de  l’hyperbole  & de  l’ellipfe  , nous  avons  crû 
devoir  établir  les  principes  de  ces  réductions. 

CCLXVII. 


Problème  I.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 

1 _j. 

tiellc  binôme  x1 dx(bb — xx)  *. 

bit  * 

Solution  . En  fuppofant  * = ~r* , on  aura  x ' 

-=.bz.  1,ûrx= — bbz  1 dz,xx  = b*z  *,  & fubftitu- 

ant  ces  valeurs  dans  la  différentielle  propofée , on  la 

trouve  = — rf~ Or  cette  différentielle ~~  •'  ~ . 

3_  2 

z*l/zz  — i6  z*  l/~zz  — b b 


— Z ri  Z — b b riz  . S*  ri  Z 


1 __  y z s — i>b 

z Ÿ z z — b b 


, comme  on  le  voit  en 


reduilànt  la  fraétion  * <l'-  au  dénominateur 
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l 

I 7 

z*  ^ zs — bb.  Cette  différentielle  -.?_===  = ds  , efl 

l^ZZ  — bb 


celle  d’un  arc  s d’hyperbole  equilatere , dont  l’axe  efl 
2 b , l’equation  u u '=^y  y — i ^ , en  prenant  pour 
y l’abfcifle  fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  u pour 


l’ordonnée  correfpondaute, 


& en  faifant  y — 


^/£T-+TI 


— — f/ (Art.  cclxiii. ) : donc  l’intégrale 
y\  * 


S.  "-1  fl  =s  s.  l’autre  différentielle 
j/z£— -ïï 


— ^ — b b d Z 


z 1 vzz-—bb 


_ .zXdz  — b bd  Z —dz  — b b z 1 d z 


Z z 


✓— T 


V z—bbz~' 


en 


faifant  * =tt  ; ce  qui  donne  la  différentielle  </* 

1 

-+bbx~*  d*  = dir  & fï-Uï-'  =•**;  par  con- 

I 

fequent  l’intégrale  ■£.  } ^ — ~~  2 ‘g  , & lin- 

**  /îS  — i A 

i _i 

tégrale  de  la  fra&ion  propofée  S.  x'dx (b b — xx) 
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=1—  2 »r=f— 2 *^2— - =î— 2 = 

% x 

j — 2 ✓EE*  , plus , ou  moins  une  confiante . 
* 1 

C.QF.T. 

CCLXVIII. 


Corollaire  I.  Donc  l’intégrale  de  la  différen- 

I 

tielle  x1  d x (b  b — # * ) 1 dépend  de  la  reélification 

de  l’hyperbole.  Or  fi  dans  la  différentielle  binôme 

1 I 

x1  d x (c-4-f  x1)  * , e efl  pofitive  , 8c  f négative 

= — r,  de  forte  qu’on  ait  e -+-/ x1  — e — cxl  — cX 

II  1^ 

(7— **)>  & (*-*■/»*)  i==c  * (7  *»  on 

i_  i_  1 ^ l_ 

aura  #*  dx  (e-t-fx1)  * — c *x*dx(^~ — x#)  * = 


c * x'  d x (b  b — xx) 
fequent  l’intégrale  S. 

I I 

S.x'  dx(bb— xx)  ’ = 
ce  qui  démontré  que 


1 

’ , en  faifant  bb=~’,  par  con- 

1 II 


x*  d x (e—*f  x1)  1 =c  * X 


l’intégrale  de  la  différentielle 

N a n 
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i I 

x'Jx(e^fx)  * dépend  auffi  de  la  rcélification  de 
l'hyperbole,  lorfque,  c étant  pofitive,/*  eft  négative. 

C C L X I X. 


Corollaire  II.  En  fuppofànt  x—'-ï--,  on  trou- 
ve , comme  dans  la  folution  du  Problème  , que  l’in  té- 

I 

grale  de  la  différentielle  trinôme  x2dx(bb^±px — 


T 

z~dz 


; I z Z P z — b b 


Sx 


. Or 


xx')  1 efl  S. 

( Z Z -*■  P Z — bb)1 

on  fçait,  par  le  Coroll.  III.  des  Lemmes  precedents, 

I 

que  l'intégrale  de  la  différentielle  z.2  dz( zz—^-pz — 
1 

b b)  2 dépend  de  la  rectification  d’un  arc  d’hyperbole, 
dont  le  fécond  axe  eft  2Æ,  le  premier  axe  iay  l’equa- 
tion  un  = ^(yy — a a),  en  prenant  / pour  l’abfciffe 
fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  u pour  l’ordonnée, 


& en  fairant  ?=77>/=/'/r r=rr;  & * =_+./> -4- 
l/ ^ pp  — bb ; d’ou  il  fuit  que  l’intégrale  de  la  diffé- 
1 1 

rentielle  trinôme  x2  dx  (c— t-fx-b-gx1)  2 dépend  de 
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la  rétification  de  l’hyperbole,  lorfijue  c étant  pofitive, 
g ell  négative,  quelque  foit  f.  Car  fi  on  fuppofe  e 

pofitive,  Sc  g = — c,  on  aura  c-\-fx — cxx  — c ( 7-+- 
~ — = — **),  en  faifant  bb—'- , 8c 

I 

— />  = -,  & par  confequent  *'  d x(c-t-fx  — k-gx1) 

__  1 2_  i_ 

= c 1 d x(b  bz£p  x — xx)  *. 

CCLXX. 

Lemme  III.  En  fuppofant  r=-^  , & j = r— <-\ 
on  a ces  deux  équations. 

I.  ±x\e-h/xy  = re.  S.  x’~  ‘ dx  (*-»./«*)»- * 

-4-r/.  S.x>-¥ldx(c-+fx*f-'. 

II.  lx\e-^fxlf  = s.  S.x9-Ux(e-+fx1Y— 

Xc.S.x*-1  dx{e-<rfxx  )K-'. 

Ces  équations  ne  font  que  des  cas  particuliers  des 
formules  generales,  que  nous  avons  démontrées  dans  les 
Corollaires  du  Theor.  V.,  Article  I.,  Chap.  VI.,  & on 
peut  s’aflurer  de  leur  exa&itude  fans  autre  dcmonftra- 
tion,  en  prenant  dans  chacune  les  différentielles  de  coté, 
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& d’autre  du  figne  d’égalité,  qu’on  trouve  égalés 
eutx’elles. 


CCLXXI. 

Corollaire.  Lorfque  r,  & s font  =o,  ces 
équations  n’ont  point  lieu,  puifqu’alors  elles  s’evanouïf- 
fent . Lorfque  l’une  des  deux  quantités  r,  ou  r dans  la 
première  équation,  & r,  ou  A dans  la  fécondé  devient 
nulle,  l’intégrale  qui  a l’autre  dans  fon  coefficient  cft 
toujours  algébrique;  dans  tous  les  autres  cas,  ou  r & r 
dans  la  première  équation,  8c  s 8c  A dans  la  fécondé 
font  réelles,  l’une  des  deux  intégrales  defignées  par  S. 
étant  donnée,  on  trouvera  toujours  l’autre.  Ces  for- 
tes de  formules,  ou  d’équations  n’induifent  point  en 
erreur,  lorfqu’on  a egard  aux  exceptions  qui  font  qu’el- 
les n’ont  point  lieu  dans  quelques  cas,  ou  quelles  ne 
l’ont  pas  totalement.  Par  exemple,  fi  l’une  de  ces  deux 

intégrales  S.  *V*(e-+-/V)  •,  & S.  *Adx(e-+-fx"j 

étant  donnée,  on  vouloit  trouver  l’autre  par  la  pre- 
mière équation,  on  fuppoferoit  *'  = a*-1,  x4  = #5-H, 

s 

8c  (r— *-/V)x“' 1 = (*-+/**)  »,  ce  qui  donneroit 
fl— 1 = 2,  0=3,  A — 1=1— A — i , r~~  , 
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— ~ y 8c  î = r— »-À  — d — = & la  première  equa- 

i 

lion  deviendrait  x?  ( c -H-/V)  1 e.S.  x2  dx  (e-4- 

2 

y**)  *— Ho,  le  dernier  terme  sf.  5.xS~t'ldx(e— *■/**)*  “"* 
étant  nul,  a caufe  de  j=o;  ou  aurait  donc  l’intégrale 

S.  x*Jx(e— I-/**)  * =i-(r— k-/*1)  *,  qui  eft  algébri- 

que; mais  on  ne  pourrait  point  trouver  l’autre  intégra- 

î 

le  S.  x4  d x ( e — hfx  2)  *,  par  ce  que  réellement  elle  ne 

j 

dépend  pas  de  la  première  S.  x2 d x(e-+-fx2)  1 . 

CCLXXII. 

Problème  II.  L’intégrale  de  la  différentielle 
—L  - 

h ldx  (bb  -+•*  *)*  étant  donnée,  trouver  les  intégrales 

Z >1 

des  deux  différentielles  x dx  (b b — t-xx)*  , 8c  x1  d x X. 

X 

(bb—+xx)  * . 

Solution.  I.°  Pour  trouver  la  première  intégrale 

1_ 

S.»  dx  (bb—’rxx)2 , nous  fuppoferons  dans  la  première 
équation  du  Lemme  precedent  x~ 1 dx(e— ¥f  x*  )*— 1 


Digitized  by  Google 


47® 


Elemens  du  Calcul  intégral 


_i_  I 

r=  x 1 d x (b  b — H xx)* , 8c  x "+ 1 dx  (f  — *-/ x1  )v  1 = 

I 1 

x*  d x(b  b -*•  xx)1 , d’ou  l’on  tire  C — i = — — 

\ , * -»- 1 = 7 , 1 = 7>  * = ;>  e—bb,f=  i, 

* * f 

r = 7=  — - , rz=r-4-X  =-,  & la  première  equa- 

_I  " - _i 

tion devient  7 * ’(M-t-xx)1  = — i bb.S.x  *dxX 

ii  2 

(bb-4-xx)l-+*-  S.x'dx  (bb-hxx)'  ; d’ou  l’on  de- 

I I a _i  I 

duit  S1.  x'  d x ( b b -*•  x x)1  — J x ldx(bb-*-xx / — H 

» _ L - 

yî.*  * dx(bb-+xxY  . C.QF.T. 

I 

IL®  Pour  trouver  la  fécondé  intégrale  S.  x*  dxX 

I 

(bb-+xx)  *,  nous  fuppoferons  dans  la  fécondé 

I 

équation  du  Lemme  x’"~  1 dx(e— h/x1)'  = x*  </*  X 

I i 

(bb-i-xx)1,  8cx*~  1 dx{e-*rf xzŸ~ï  —x'dx^bb 

1 

-+-xx)  *;  d’ou  l’on  tire  ô — i =7  , 0 = 7 > ^=7  , 
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^ — l — — \,e~bb,f=  I , r=r=^,î=r-4->.= 

! 1 

1 , & la  féconde  équation  devient  ^-x1  (b  b— t-xx)*  = ^ 

I - L 

5.x*  dxÇbb-^-xxY — - b b .S.x*  d x^b  b-\-x  x)  * ; en 

L * i 

reduilànt  on  a z b bS.x1  d x (b  b — f-x  x)  1 = 5. 5".  x’  </xX 

i i L 

(ii-f**)1 — 2 x1  (bb— t-xx)1,  & fubftituant  au  lieu 
- - 1 i. 

de  5 .S.x'  d x ( bb—t-xx)'  , là  valeur  2 x 1 (b  b— t-xx)* 

j, 

— f -bb.S.x  1 d*(bb— t-xx)1  , qu’on  a trouve  par  le 

- _i  — - 

premier  cas,  on  aura  S.  xV*(W-+*x)  1 = X 


{b  b— ¥xxY  S. x 1 dx(b b— t-xx)1  — il— (b b— t-xx)1 


_!  LL  L 

» 1 (bb-^xxŸ—  **  (f^H-xQ1 


£ 


■-J.x  * dx(bb— t-xx* . 


c.qf.t. 


CCLXXI II. 


Corollaire  I.  Puifque 

jt  -i 

tielle  x 1dx(bb-+xx)t  fe 


l’intégrale  de  la  différen- 
trouve  par  la  reflifica- 
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tion  d’un  arc  d’hyperbole  (Art.  cclxii.)j  celles  des 

I 11 

deux  différentielles  x*  dx(bb-+xx)' , 8c  x*  d x(b  b -+■ 

I 

xx)  1 11e  dépendront  que  de  quantités  algébriques, 

8c  de  la  rétification  d’uu  arc  d’hyperbole;  d’ou  l’on 

1 

conclût  que  l’intégrale  de  la  différentielle  x%dx(e-*- 

fx1)  * ne  dépend  auffi  que  de  quantités  algébriques, 
8c  de  la  rétification  de  l’hyperbole,  lorfque  e 8c  f font 

X 

toutes  deux  pofitives;  puifque  dans  ce  cas 

I IX  XX  f 


«»  j* 

ST 

/f- 


(b  b-¥x  x)  *,  en  faifant  bb~jy  ou  b=z 


CCLXXIV. 


Corollaire  II.  Donc  l’intégrale  de  la  différen- 
1 _i 

tielle  x1  dx(e-*-fx*)  1 ne  dépend  que  de  quantités 

algébriques,  8c  de  la  rétification  de  l’hyperbole , quel- 
ques foient  e & y;  car  ces  quantités  e & y ne  peuvent 

être 
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être  toutes  deux  négatives,  par  ce  au’alor;  ^ c—hj  s1  , 
I _L 

8c  la  différentielle  xV*(e  — *-fx*)  * feroient  imagi- 

naires. De  plus  nous  avons  démontré  que  l'intégrale 
i 

de  la  différentielle  * dépend  de  la 

rectification  de  l’hyperbole,  lorfque  e 8c  f font  pofitives 
( Coroll.  precedent),  8c  auffi  lorfque  l’une  de  ces  deux 
quantités  eft  politive  8c  l’autre  négative  (Art.  cclxii., 
cclxiii , 8c  cclxviii.);  donc  en  general  l’expreflioti 
différentielle  cy— deffus  ne  dépend  que  de  quantités  al- 
gébriques, 8c  de  la  rectification  de  l’hyperbole  feule. 

CCLXXV. 

Theoreme  II.  Les  intégrales  de  toutes  les  dif- 
férentielles, qui  nailfent  en  fubftituant  dans  la  différen- 

*T-f-  *-  ’i  7 

tielle  generale  x d x(c-\-f x ) des  nombres 

entiers  quelconques  pofuifs,  ou  négatifs  a la  place  de 

X 

r,  & de  -tt,  dépendant  de  l’intégrale  S.  * d*—-t  8c 

par  confequent  de  quantités  algébriques,  8c  de  la  recti- 
fication de  I’iiyperbole  feulement. 

Démonstration  . En  comparant  la  différentiel- 

avec  la  différentielle 
Ooo 


le 


u-+  - 

x * dx(e- 


474 
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k 1 dx  (<•— y-f  x1  ) , & la  différentielle  * *X 


dx(e  — t-fx1)  1 avec  la  différentielle  * ^ ' d x (e  — +• 

/*T"1  dans  la  première  équation  du  Lcmme  III. 

( Art.  CCLXX. ) (e— *-/V)*  = re.  S.x6~  1 dx(e-+ 


fx'ÿ  1 — 4-  sf.  S.  x ~+  1 d x ( e — <■/"**  )*  1 , on  aura 

6 l = 2r— t--  , £— +-  I = 2 T— H 2 — h- , Ô=2T— 

A I = 77-^4;^  Ae=7T— t- J -+7  , r = -=T—H7,  Sc 

' 2 9 2 ' 2 4 1 

s — r— >r\  — T-*-'7T-+i— Or  ces  valeurs  de 

4 4 

>■ , & s y dans  lelquelles  r,  Sc  -n  font  toujours  des  nom- 
bres entiers,  ou  zéro,  ne  peuvent  jamais  devenir  égalés 
a zéro . Car  fi  on  fuppofe  r , ou  r — f-  ^ =:  o , on  aura 

un  nombre  entier,  ou  zéro  = — ^ , & fi  on  fuppofe 

s y ou  r— *-tt— t-i— f-  7 = o , on  aura  un  nombre 

4 4 

entier,  ou  zéro  = — ^ ; ce  qui  eft  abfurde:  donc 

( Art.  cclxxi.  ) la  première  équation  du  Lemme  III. 
aura  toujours  lieu , lorfqu’on  ajoutera  7+  2 , autant  de 
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fois  qu’on  voudra,  a l’expofàiît  -4- ~ de  * hors  de  la 

1 ,i- 

parenthefe  dans  la  différentielle  d x(e-+f x*)  1 . 

De  même  en  comparant  la  différentielle  aîit-,Tx 
^ 1 

dx(e  — hfx*)  — 1 avec  la  différentielle  x° ~ 1 d x ( e — +- 

fx*T~l)  8c  la  différentielle  x*T~h~îdx(e—i-fxt)T~+I  ~~ 
avec  x 1 dx(e-*-fx*)y  y dans  la  fécondé  équation  du 
Lem.  III.  i 

A*.  S.  x*— ldx(e— *,  on  aura  6 — i = 2 r — 

— , 6 = 2 r— 4-- , A — x — t-  — , A TT  — 4-  1 — (-  — r 

— - —T— 4--  & J = r— 4-\=t— 4-t— 4-  I — l--i  r±  — 

* 4 ’ 4 4 y 

par  ou  l’on  voit  que  les  valeurs  de  r & de  A ne  peuvent 
jamais  être  nulles,  8c  que  (Art.  cclxxi.  ) la  fécondé 
équation  du  Lemme  III.  aura  toujours  lieu,  lorfqu’on 
ajoutera  fuccefQvement  rr  1 > autant  de  fois  qu’on  vou- 
dra, a l’expofant  du  binôme  e—i-fx1  dans  la  dif- 

férentielle  xIT'+ » </ x ( e-4-/V)~  1 , ou  dans  la  différen- 
2 ^ 1 

tielle  x1  ' "+  * dx  ( e— 4-/V)  ~ 1 . Donc,  l’intégrale 
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JL  » 

* étant  donnée,  on  pourra  tou- 
jours trouver  par  les  deux  équations  du  Lemme  III. 

1 X 1 

l’intégrale  de  la  différentielle  * * d a1)  ~ 1 * 

lorfque  r 8c  ir  font  des  nombres  entiers  ou  zéro,  & 

’i  , 

par  ce  que  l’intégrale  S.  x*  dx  ( e-^-fx1)  1 ne  dépend 

que  de  quantités  algébriques,  8c  de  la  rectification  de 

l’hyperbole  feule  (Art.  cclxxiv.),  l'intégrale 

I 

dx(c— t-/V)T  ~ * ne  dépendra  aufft  que  de  quantités 
algébriques  , 8c  de  la  rectification  de  l’hyperbole  . 
C.QF.D. 

C CL  XXVI. 


Corollaire  I.  Si  on  fuppofe  xI=x’*,  ou  # = 

N H 

i j ni  . JT-+- 

% y on  aura  dx  = az,#  3 


: z 


1 3 » 

2 7-4--  » n r n -4-- 1 

» * dx  — - X * 

2 


dx,  8c  x 1 d x ( c 


Z**1)  ~ * — îsT " "+  ~ ldz(e— ¥fzns)~  » , quelque 
loit  w . Donc  l’intégrale  de  cette  derniere  différentielle  , 
en  ôtant,  fi  l’on  veut  le  coefficient  confiant  - , ne  de- 
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pend  que  de  quantités  algébriques,  & de  la  reflification 
de  l’hyperbole . 

CCLXXVII. 


Corollaire  II.  Si  on  fuppofe  1 dans 


*-=t  r 


la  différentielle  z + <-/V)  * , on  aura 


T n -VLZ  — I —T  n — — — f-i 


j — 2 j n ■ — n 4 

— y ci  y ,7,  zrzy  , z.  :=/ 


. r n „ r — n *V  — +-/  / r »\T-’  » 

*-+/*  =e-+fy  — 1 , (e-+fx)  = 


(«Vh-O 


■,&z  * <y*(e— t-/*")  * = 


y * 


I 

T — 

— - , dont  l’intégrale  ne  dépendra  que 

4 1 

/ 

de  quantités  algébriques,  & de  la  re&ification  de  l’hy- 
perbole, lorfque  r,  & tt  font  des  nombres  entiers  ou 
zéro,  & » un  nombre  quelconque. 


CCLXXVII  I. 


Remarque.  On  pourroit  encore  trouver  d’autres 
formules  generales  de  différentielles  dont  les  intégrales  ne 
dependroient  que  de  quantités  algébriques , & de  la 
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re&ification  de  l’hyperbole , en  rendant  rationelle  la 

-h  ^ 

différentielle  binôme  dx(e-*-fx*)  *,  ce  qu’on  peut 
toujours  faire  par  nôtre  Table  de  réduction . Car  on 
trouvera  par  la  une  valeur  rationelle  de  x,  laquelle 
étant  fubllituée  dans  les  formules  generales  cy-deifus 
donnera  d’autres  différentielles  plus  compofées,  dont  les 
intégrales  ne  dépendront  que  de  quantités  algébriques , 
& de  la  reélification  de  l’hyperbole. 

CCLXXIX. 

Problème  III.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 

i 2. 

rentielle  x *dx(bb — xx)  . 

ti  X 

Solution.  Il  eft  évident  que  = 

X*  Sbb—xx 


bdx-bx  dx—x  d x ___  d x ( b —bx)  x*  d t 


bx*  ^ b b — \ 


b y'b  b — xx 


Or 


bx * S bb  — XX 

(Art.  cclxvii. ) l’intégrale  de  la  différentielle 


**  dx 


y & par  confequent  celle  de 


**  dx 


b b^b  b — x> 


Vbb  — xx 

fe  trouve  par  la  reélification  d’un  arc  d’hyperbole  & 


/ 
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par  une  quantité  algébrique  ; 8c  l’intégrale  de  l’autre 

différentielle  — fe  trouve  de  cette  maniéré  ; 

bx  ^ b b — xx 


par  ce  que  bb — #*  = (£— t-x)  (£ — x)  , on  aura 
— = ililHT  , &,  en  fuppofant  b-+x 

bx * b b — xx  bx 1 Sb  — x 

I 

= z , on  a dx  = dz  , vb-+x=  % ,x— s — £ — x = 


2 £ — z,  & 


* <^4  —h  x 


î*  dz 


bb^  j b b 3 


•.Z — Ibb 


dif- 


b* 


férentielle  qu’on  réduit  a la  forme — — ~ dz  — en 

b^ p z — z z — cc 

falfant  3 b b=p , 8c  zbb=zcc.  Puis  donc  que  l’inté- 
grale de  cette  différentielle  eft  un  arc  d’ellipfe  que  nous 
avons  déterminé  ( Art.  cclxv.  ) on  aura  aufft  l’inté- 


grale de  la  différentielle  ^*( *>-+*)__  par  ^ re£^ca_ 

bx 1 Ÿbb  — xx 

tion  de  cet  arc.  Donc  on  aura  l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle propofée  par  des  quantités  algébriques , 8c  par 
les  rectifications  de  l’hyperbole,  8c  de  l’ellipfe.  C. 

F.  T. 
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CCLXXX. 

f 

Corollaire  I.  La  différentielle  x 1 dxÇxx  — 
1 

b b)  * , en  fuppofant  x = — , fe  réduit  a la  forme 

de  la  precedente;  par  confequent  fon  intégrale  dépendra 
aufft  de  quantités  algébriques,  & des  rétifications  de 
l’hyperbole,  & de  l’ellipfe  enfemble . Car  en  fuppofant 


— dz 

1 

z%  Ÿ bb  — zz  • 

CCLXXXI. 


d z 

Corollaire  II.  L’intégrale  S.  7 de 

pend  de  quantités  algébriques,  & des  rétifications  de 
l’hyperbole,  & de  l’ellipfe  enfemble,  lorfque  des  deux 

quan- 
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quantités  e , 5c  f lune  efl  pofitive,  5c  l’autre  négative. 

Car,  fi  e-+-/x*=— — rx1,  on  aura  ^ e — *-/*2  — 
c ë * *— f * 1/ bb-—nn , en  fàifant  bbz^-~  8c 

c f 

I 

fi  e-+fx'—fx* — c,  on  aura  ^ e-t-fx1—/1  X 
— bby  en  fai  fine  bb=-f. 


CCLXXXII. 


Problème  IV.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle — — — . 

**  y b b x~x 

Solution.  En  fuppolànt  if xx-y-bb-=.y — x , 

on  aura  — 2 ar-t-**  LlZlii 

. ''  2/  5 


^Tb^Tx~u^±l  x </TT^ 


> & T 


*y 

dx 


X 


**  Sbb  — XX 

1 y l '2y  dyl/’x 


(y  y -+ b b)  l'y  y — ib 


; diffé- 


y1  t/ÿy  — ib 

rentielle  qui  a la  même  forme,  que  celle  de  l’Article 
cclxxx.  , Sc  dont  1 intégrale  par  confequcnt  fe  trouve 

Ppp 
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de  même,  c’eft  a dire,  par  des  quantités  algébriques, 
Sc  par  les  rectifications  des  arcs  d’hyperbole,  & d’ellip- 
fe  enfemble.  C.JÇKF.T. 

C CLXXXIIL 

Corollaire  I.  L’intégrale  S.  — fe  trouve 

3 I 

x~  S *-4-/V 

par  des  quantités  algébriques,  & par  les  rectifications 
de  l'hyperbole,  & de  l’ellipfe  enfemble,  lorlque  e & f 

font  toutes  deux  pofitives.  Car  if  ?-+-/*  =f*  L-+** 

I 

=f ^ bb—hxXy  en  faifant  bb=j  . 

CCLXXXIV. 

»•  d x 

Corollaire  IL  L’intégrale  S.  — fe 

JT*  t-+f'xX 

trouve  toujours  par  des  quantités  algébriques,  & par 
les  rediheations  de  l’hyperbole  & de  l’ellipfe , quelques 
foient  les  quantités  t , f.  Car  elles  ne  peuvent  être 

toutes  deux  négatives,  par  ce  qu’alors  ^ e — t-/**,  & 
— feroient  imaginaires.  Mais  lorfqu’elles  font 

*’  Ÿ e-¥fxx 
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toutes  les  deux  pofitives,  8c  aufïï  lorfque  l’une  efl  po- 


fitive , 8c  l’autre  négative , l’intégrale  S.  — 

**  *x 

fe  trouve  par  des  quantités  algébriques,  8c  par  les 
rectifications  de  l’hyperbole , Sc  de  l’ellipfe  enferable 
(Art.  cclxxxi.  8c  ccLxxxin.  );  donc  8cc. 

CCLXXXV. 

Theoreme  III.  L’intégrale  de  la  différentielle 
1 1 

generale  *IT  — 1 dépend  de  l’intégra- 
le S.  — — — , 8c  par  confequent  de  quantités  al- 

**  Ÿ e-t-f'x* 

gebriques,  8c  des  rectifications  de  l’ellipfe  8c  de  l’hyper- 
bole enfemble,  lorfque  t 8 c -77  font  des  nombres  en- 
tiers quelconques  pofitifs , ou  négatifs , ou  zéro  . 

Ce  Theoreme  fe  démontré  de  même  que  le  pre- 
cedent. 


CCLXXXV  I. 

Corollaire.  I.  Si  dans  l’equation  différentielle 
dxSlïZTi,  qui  cfl  l’elemenc  d’un  arc  de  la  premiè- 
re parabole  cubique,  on  fait  x = l’expreffion  pre- 
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ccdente  fe  change  en  celle-cy  — — laquelle  efl 

i /y 

un  cas  très  firnple  du  Theoreme  precedent,  en  faifant 
r = o,  & d-  donc  la  reélification  de  la  pre- 

mière parabole  cubique  dépend  de  celles  de  l’ellipfe, 
& de  l’hyperbole  enfemble,  & non  pas  de  l’hyperbole 
feule,  comme  l’ont  crû  quelques  grands  Geometres. 

CCLXXXVII. 

«» 

Corollaire  II.  En  fubflituant  partout  x*  dans 
la  différentielle  du  Theoreme,  on  la  réduit  a la  diffé- 

n tu  | " j -*  — f 

rentielle  -z  ♦ dz(e— f-z’j  1 . Donc  l’intégrale 

de  cette  différentielle  * * ~ Vx(c  — *•/*”)"  — * dé- 
pend de  quantités  algébriques,  & des  reélifications  de 
1 hyperbole,  8c  de  l’ellipfe  enfemble. 

CCLXXXVII  I. 

Corollaire  III.  En  fubflituant  / 1 au  lieu, 
de  * dans  cette  derniere  différentielle  on  la  réduit  a 

r^.  - 

cette  autre  D~  ___ } qUi  par  confequem 

y 4 4 
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fera  intégrable  , comme  l’autre , d’ou  elle  dérivé . 

CCLXXXIX. 

Corollaire.  IV.  On  pourroit  trouver  d'autres 
formules  generales  en  rendant  rationelle  la  différentielle 

dx  P'r— *-/V , Si  fubflituant  pour  x fa  valeur  rationelle. 

ccxc. 

Corollaire  V.  En  joignant  enfemble  les  deux 
derniers  Theoremes , on  voit  que  la  différentielle  gene- 

I 1 

2 T — j T *4»  — ^ 

raie  x 'dx(e—^fx  ) * , 8c  toutes  celles  qu’on  en 

dérivé  par  fubftitution  font  toujours  intégrables  par  les 
rectifications  des  feClions  coniques,  & par  des  quantités 
algébriques . 

CCXCI. 

Problème  V.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 
tielle — — . 

x1  ^bbztpx—xx 

Solution.  L’equation  b b t±/>#  — xx  = oadeux 

racines  réelles , l’une  pofitive  x=r± \p  — t-  ^^pp—^bb, 
que  nous  defignerons  par  b,  8c  l’autre  négative  x = 


4s 6 Elemens  du  Calcul  intégral 

~i--p — 1/1  p p ~*-bT y que  nous  nommerons  — k ; d’ou 

il  fuit  que  le  trinôme  bbz±p*  — xx  a pour  fa£leurs 

réels  b — Xy  & k— *-*>  & que  -7  = 

x 1 /b  b ^/>x  — xx 


dx  dx(.k-+x) — xdx  

~ I 

**  /~b  — *)(*-+*)  **’  /(b  — *)(*-+*) 

I 

dr'k-hx) x*  J x a x / k -+•  x 

I *✓(*—#)(*-►«)  - . 

**'  ,)(*-(.«)  kxx/b  — x 


. Or  l’intégrale  S. — * a * fe  trou- 

k/bb±px  MX  k/bb  -H-  P X — • X X 


ve  par  la  reélification  d’un  arc  d’hyperbole,  & par  une 
quantité  algébrique  (Art. CCLXix.);  8c  en  faifimt  k— *-*  = 2, 

I 

011  aura  dx=zdz,b — #=£-+&  — * ,**:=  & 

1 

d k — H x ïs  d Z __  î 

7./ k /z—k.  /b-+i^z  k /(b-t-ik  ) z—zz—k  {b-i-i)  > 

kx  v b — x 


différentielle  dont  l’intégrale  efl  un  arc  d’ellipfe,  qu’on 
trouve  comme  il  a été  expliqué  (Art.  cclxv. ).  On 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  VII.  487 

aura  donc  l'intégrale  de  la  différentielle  propoféc  par 

les  reflifications  de  l’hyperbole  8c  de  l’ellipfe , Sc  par 
une  quantité  algébrique.  T. 

CGXCII. 


Corollaire.  En  fubftituanr  au  lieu  de  x 
dans  la  différentielle  — on  la  réduit  a 

celle-cy  — , qu’on  intègre  comme  la  pre- 

Z * Ÿ Z Z 

cedente.  ■ ' • : 


CCXCIII. 

Problème  VI.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 
tielle — — . , 

**  P'xx  ^ B x-+bb 

Solutiom  • Les  racines  de  l’equation  xx^±px- +• 
b b— 0 font  p — t-  y^~pp — b b 8c  x—  ~+  ~ p 

— //  '-pp—bb. 
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Cas  I.  Si  ~^pp-=zbb,  le  trinôme  b b 

fera  un  quarré  qui  aura  * j p ■>  ou  ~pztx  Pour  & 
1 

racine,  & en  faifant  x*—z,  la  différentielle  propofée 
deviendra  rationelle,  & pourra  s’intégrer  par  les  qua- 
dratures des  ferions  coniques. 

Cas  II.  Si  ^ppcbb^  les  racines  de  l’equation 
xx^±p x-¥-b  b — o feront  imaginaires  & ce  trinôme 
n’aura  point  de  fafleurs  réels . Alors  pour  trouver  l’in- 


tégrale, on  fuppofera  x^+-i/>=z,  ce  qui  donnera 


*=zz~+ip>  dx  — dz,  & — 


d t 


X1  y*  X -*■  t X —h  il  6 

Jz 


y Z -*■  - J f, . / ïî ~ pp-t-iî  ^ ï + f.  ^ ZZ-¥<11 


en 


mettant  qq  a la  place  de  ^--pp',  faifant  de  plus 
^ z z —¥qq-=.j/  — x^  on  aura  z = — ~J-~  , y — % = 

— — r zz-i-qq^z^- p — , dz  — 


*y 

d y ( yy~+ ig) 
îyjr 


dy  lS i 


/zT-i,,./: 


p.  r ZZ-ïqq 


y1  ^yy  ~ypy  — 11 
diffé- 
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différentielle,  dont  l’intégrale  fc  trouve  comme  dans 

le  Corollaire  du  Problème  precedent.  v. 

Cas  III.  S\~pp  T bb , les  racines  de  l'equation  x x 
—+-/>  x—\-bb  — o font  réelles , & en  fuppofant pp — Tl 


= b , on  aura  b ^ p,  8c  2 b c p . 

Lorfque  le  trinôme  fera  xx— t-px—i-bb,  les  raci- 
nes feront  *=—■ -~xp — <b , & x ~ — \p-+b  , les  fa- 

fleurs  réels  x-¥^p-+b,  8cx-+~p — b,  8c  la  différen- 
tielle -p— — -,  En  fuppofant  x — * 

X1  y * -t- - r -+ /> 1 t/  * -+■  —f  — h 

% 4 J f 

I 

1P~~  ^ = On  aura  dxzzidz,  x—z  — \rh— - 

-+b j ^ X -i-  b —<r P y Z -i-lT  , 

— t-  7 p — b — & la  différentielle  deviendra 

^ Z ...  ^ £ 

L — 1 

**  ^ 2 -f  2 b,Vz-¥  b — p*  Vzz-+z(ib  — — 

0.^*1 
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— * — , en  fuifaut  $b  — — :±>*>  & 


1 / ' 

5 y z 1 ■+  r z — cc 

b (p — zb)  = cc,  quantité  pofitivc  , par  ce  que 
p >■  2 h.  Or  l’intégrale  de  cette  différentielle  fe  trouve 
comme  dans  le  Corollaire  du  Problème  precedent. 

Lorfque  le  trinôme  fera  xx — px-^-bb^  les  ra- 
cines feront  x = \p  — b , & x = \ p -4-  b , les  faveurs 

réels  du  trinôme  x -+•  b — ^/»,ccx  — b — -/>,  Sc  la 


différentielle 


ax 


. En  fuppofant 


x*  1/ x-+  i ~ p- ^ * — h — " P 

x-4 -b  — \p  — ‘‘ B>  0n  aura  </*=</:&,  x~z—^~p  — b, 

s 

x~=*/  z->r\p—b,i/x-+b  — \p~%'yx—b  — '-:p 

r=  ^ z — zby  & la  différentielle 

Jt dz 


l/  Z-+'-p  — h.l/T—Tb  z1  ^ ;;-n(  '~p — }i) — h(p — I b) 

qui  s’intégre  comme  la  precedente  . Donc  la  différen- 


tielle propofée  — 


Ax 


fe  trouve  toujours  par 


p x b b 


"N 


\ 


V / 
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les  reélifieations  de  l’hyperbole , Sc  de  l’ellipfe , Sc  par 

une  quantité  algébrique  , excepté  le  cas  de  b=z 

~ p > dans  lequel’on  la  trouve  par  les  quadratures  des 

fe  61  ions  coniques . C.  Q F.  T. 

CCXCIV. 


Problème  VII.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 


rentielle 


d x 


— xx  — AA 

Solution.  Puirque  px — xx — bb~~  pp — b b 

— pp  — p x — v x x ^ , lorfque  pp  ne  fera  pas  plus 
grand  que  bby  le  trinôme  px  — xx — b b fera  négatif, 
5c  fa  racine  imaginaire,  auffi  bien  que  la  différentielle 
propofée.  Il  faut  donc  fuppofer  ~ p^  b y ou  p ^ 2b. 
Dans  cette  fuppofuion  le  trinôme  aura  pour  fes  faéleurs 

réels  x — p -+■  p p — b b , 8c  — x -4-  p — (- 
/-pp — bby  ou  x i p-+by  5c  — x— h -6  p -A-  b y 


en 


mettant  b au  lieu  de  / '-pp  — b b . Donc  la  diflé- 


V 
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rentielle 


Elemens  du  Calcul  intégral 

d x d x 


»X  l/p*  — xx  — bb  x'-  l/M_±  ±p-+h-x 

Suppofant  maintenant  ~ p—<rb — x = z,  on  aura  </x  = 
— d z.)  x = p — +•  b — z,  x>=^/^—  p— yb — %, 


t'x — -i p-Jrh  — l/ 1 b — ~ , 8c  la  différentielle  pr<v 


pofée  = 

z U % b — z . [/ L p-^b  — z 

i r 

— d Z 

l 

i 1 

p h -f  i b h — z ( l b — t-  — p ) — f*  z Z 

celle  du  problème  precedent,  c’eft  a dire  par  les  refli- 
fications  de  l'hyperbole,  & de  l’cllipfe,  & par  une 
quantité  algébrique,  excepté  le  cas  ou  elle  dépend  des 
quadratures  des  feftions  coniques . C.  £KF.  T. 

ccxcv. 

PROBLEME  VIII.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 


x*  dx 


rentielle 

b!J 

Solution.  Puifque  le  trinôme  xx^+px  — \rbb 
efl  le  même  que  celui  de  l’avant-dernier  Problème, 


✓ 
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il  aura  les  mêmes  faéleurs  x ~+  ^ p — b , & » —4-  ~ p 

-+•  b , en  fuppofant  h—[/-^pp — b b , 5c  on  aura  les 
mêmes  cas . 

Cas  I.  Si  ~ pp-=bby  le  trinôme  fera  un  quarré, 


& , en  faifant  x 1 = * , la  différentielle  propofée  devien- 
dra rationelle,  5c  pourra  s’intégrer  par  les  quadratures 
des  feflions  ooniques. 

Cas  II.  Si  ^pp  ■<.  bb,  les  faéleurs  du  trinôme 
feront  imaginaires,  5c  on  fuppofera,  comme  dans  le  fé- 
cond Cas  de  l’avant-dernier  Problème,  x~+l-p  ~z  „ 
ce  qui  donnera  dx  — dz,  xx—*-px  — +-  b b = zz  -+  b b 
— '-pp=izz—\-qq,  en  mettant  qq  au  lieu  de  b b' — 


1 

X*J* 


Vz+'-f 


zdz-f  ~pdz 


V' «« +f«H -bb 


-îî 


fuppofant  de  plus  Ÿ zz-4-q> q—y  — z,  on  trouvera, 
comme  cy-deffus , ^ z z— \-qq — 5c  z 1+  ~P 

Ÿ y y — 97  ^ d z(z  -+-p)  jf  y y y — r y _ ?? 

***  ’ i/zzfi y /Z 


' N 

I 

I 

) 
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dy(  yy~  ny — n ) y “*\'f  — f<;Vr 


*/■  u>y-*ty— 11  ^yÿ^py—a 


Sjy-+fj—n 


j il 
Jy-% 


_ — . Or  ces  trois  différentielles  s’in- 

y * y -Vyy  -+P/—11 

tégrent  chacune  en  particulier:  la  première  par  la  re- 
ctification de  l’hyperbole  (Art.  cclx.  );  la  fécondé  par 
la  rectification  de  l’hyperbole , & de  l’ellipfe , & par 
une  quantité  algébrique  (Art.  CCXCi.  );  & la  troifie- 
me  par  la  rectification  de  l’hyperbole  , & par  une 
quantité  algébrique  (Art.  CCLVii.,  & cclxix.  ). 

Cas  III.  Si  - pp  T bb , les  fadeurs  du  trinôme 


étant  réels,  on  aura 


I 

x*dx 


x'dx 


Sxx 


<x=t yx-^bb  ‘ 

Lorfque  le  trinôme  fera  xx-y-px-hbb,  en  fuppofant 
*-+\p  — b = z,  on  aura  dx  = dz>  x=zz-+b — '-p, 


— V 


■b — jp  , ^ x-y-'-p  — b = -. 


y: 


TP- 


r * A x 


b = 2 b , & la  différentielle 

dz Z-k-b — ïp 


y x-y-p — b. x-y-p-+b 


z' l/  z-y-zb 
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4P  5 


zd  z p) 


z'dz 


Z 1 ^ Z —¥  1 b . ^ Z—ï  b — -/>  y !-hT,^  M-i  — — 


7P 


z*  d z 


P-f-O'*  

i r > — ■ — r irt— *(^— **) 

C * 5— Mi.*'  “*/> 


( 7P — h )^z 

— -7 - . Or  puifque 

s*  Szz-¥z(ib-\p)—h{p-*b) 

r^PP  — bb=.b,  & que  par  confequent  7 p ?•  b , & 

p t zh,  le  produit  b(p — 2 b)  fera  pofitif,  & — bX 

( p — 2 b)  négatif.  Donc  les  deux  demieres  différen- 
* 

tielles  fe  reduifent  aux  formes  , & 

' rz  — ce 

—  — , dont  la  première  s’intégre  par  la  re- 

s1  ^zz^rz  — ce 

édification  de  l’hyperbole  ( Art.  cclx.  ) , & la  fécondé 
par  les  rééducations  de  l’hyperbole,  & de  l’ellipfe , & 
par  une  quantité  algébrique  ( Art.  CCXCII.  ) . 

Lorfque  le  trinôme  fera  » *—p  x—*-bb , ou  la 
1 

xxdx 

différentielle  — ■ — - . - ; en  fuppofant 

rtzi,yby.-±,+b  w 

a r 
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x p -\-b~  z,  on  aura  d x—d  z,  a = z — ~ p — 

# 

I . _* 

* * =:  y z p — h , }/ x — +■  —^p  — I-  b =z*  , 

^ x — - p — b^=.  Ÿ z — 2 & la  différentielle  de- 

d z z — h - p — b Z d z — f C—  p — b \ dz 

viendra  ; = — : =: 

Z1  y'z 1 h s*  ^ Z — tb.l/z-t-^p — b 

p 

V ï*-f  -b(p — 2 b) 

(lp—i)dz 

— - ^ Or  ces  deux  difTéren- 

zx  t2-)-Z^  p — l b^  — b(p—  i b) 

tielles  font  intégrables,  comme  les  deux  dernieres. 

I 

• • X * fi  X 

Donc  la  différentielle  propofée  eft 

r r rxx=tt x-+i>b 

toujours  intégrable  par  les  rétifications  de  l’hyperbole, 
& de  l’ellipfe,  & par  une  quantité  algébrique,  excepté 
le  cas  de  ~ p~b,  dans  lequel  elle  s’intégre  par  les 
quadratures  des  fêtions  coniques . C.QF.  T. 

CCXCVI. 
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CCXCVI. 

Theoreme  IV.  L’intégrale  de  la  différentielle 


y s -+  f * -+  * 


fe  trouve  toujours  par  les  rectifications 


de  l’hyperbole,  ou  de  l’ellipfe,  o'u  de  toutes  les  deux 
enfemble  & par  des  quantités  algébriques,  a moins  que 


le  trinôme  g x*  — k-f  x — »-  e ne  foit  un  quarré,  & dans 
ce  cas  on  la  trouve  par  les  quadratures  des  ferions 
coniques . 

Démonstration.  Les  trois  confiantes  g,/,  e ne 
pouvant  être  toutes  trois  négatives,  par  ce  qu’alors 

* g x1  — h/*  -H-?,  & la  différentielle  propofée  feroient 
imaginaires,  on  fuppofera  l’une  de  ces  trois  confiantes 

I.°  Si  g efl  pofitive  =cc  , on  aura  c X 
y — \-Jx— t-f,  & alors  en  fai- 


fant  L = z±  p.  & — = rt  b b , la  différentielle 

ce  r 1 ce  7 


fera  * — : or  nous  avons  denjontré  en 

cl/  x X x b l) 

detail,  que  cette  différentielle  efl  toujours  intégrable 
de  la  maniéré  enonçée  dans  ce  Theoreme . 

Rrr 


4p8  Elemevs  du  Calcul  intégral 

II.°  Si  e eft  pofitive , ou  —bbcc,  la  différentiel- 


le fera 


1/  gxx—t-lx-t-ùbc1 


cVob—ix  — tx 


en  fai- 


lànt  g — rr , 8c  f ='^hp c c,  8c  nous  avons  démon- 
tré que  cette  différentielle  s’intégre , comme  il  eft 
marqué  dans  l’enonçé  du  Theoreme . 

III.®  Si  /eft  pofitive,  ou  = — t-prr,  la  différentiel- 


“P 


; = Z±fr,  8cc=. 


Z±b*cc‘t  8c  nous  avons  démontré  que  cette  différen- 
tielle eft  toujours  intégrable,  comme  dans  l’enonçé  du 


• x 1 (i  X 

Theoreme:  donc  la  différentielle — * — dans  tous 

l/ gxx-*-f  X-+-f 

les  cas  poiïibles , peut  s’intégrer , comme  nous  avons 
dit . C.  j[2.  F.  D. 


CCXCVII. 


Corollaire  I.  Si  dans  la  différentielle 


A Z * •>  —4*  h z Z 


y i -**ü  z z 

on  fait  y a— h Z>  z z = , ou  /i-+izz  = * , on  aura 

* — a y * — • . dx  „ 

“7r>  dz  = 7ï~ÿ;  , & Par 
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d x x 


confequent  dzV' a— h bzz  = — — . De  plus 


b f-h  ex  — fa  V te-*- e*  r . r 

i/j-+gzz  = — =—p—~  , en  fai  Tant 


bf — ag=cc:  donc 


dxtr* 


d z * — l-  bzi 


dx  I 


Vf~*ï*-Z 


t v * — a.  /te  — * 

, en  fai- 


V s *’-+  {ce  — ag)x  — acc  Vgx*-{-fx — e 

fant  f—cc  — ag,  8c  acc  = e , laquelle  différentielle 
n’eft  qu’un  cas  particulier  de  la  precedente.  Donc  la 

différentielle  J ''  — eft  intégrable  par  des  arcs 


✓ 


d’ellipfe,  & d’hyperbole,  quelques  foient  les  coefficiens 
«,  b,fy  g,  excepté  le  cas  dans  lequel  cette  différen- 
tielle fe  rapporte  a la  quadrature  des  feflions  coniques. 


CCXCVIII. 


Corollaire  II.  Si  dans  la  différentielle 

on  fait  elle  fe  change  en  celle-cy 

zzSf^+gzz  *’  3 1 

— , qui  a la  même  forme  que  la  preceden- 
y ) **h-? 

te , 8c  qui  par  confequent  eft  intégrable  de  la  même 
maniéré.  On  réduira  aufft  a la  même  forme  les  diffé- 


rentielles 


d Z 


> & 


d Z 


zz  V i-+6zz.  V' f-t-l $ ss*  j/ a-+6zz.  V')-*gzz  * 
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la  première  en  faifant  #= — ~7~~  devient  — — 


_ il  i/77^l 


^ f* * — bf-+a  g 


8c  la  fécondé,  en  fuppofant  x = ——=~.  fe  change  en 

Ÿ -br.x 

ces  deux  autres  (^7)-^=f-+  (-*7=7?)  X 
,dx  1 a * xzzL . Donc  ces  différentielles  font  aufft  intégra- 

Ÿ g — bxx 

blés  de  la  même  façon:  nous  n’avons  pas  répété  le 
calcul,  qui  ne  peut  faire  aucune  difficulté. 


CCXCIX. 


Corollaire  III.  On  peut  réduire  aux  formes 
precedentes  toutes  les  différentielles,  qui  fuivent: 
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il  fuffït  pour  toutes  ces  réductions  de  faire  xx  = z, 
toutes  les  exprefiions  precedentes  fe  trouveront  changées 
en  d’autres , qui  feront  toutes  renfermées  dans  les  cas 
du  dernier  Thcoreme . Nous  omettons  les  details  des 
fubflitutions,  qui  font  femblables  a celles,  que  nous  ve- 
nons d’expliquer . De  plus  l’expreffion  différentielle , 
quoique  plus  compofée  en  apparence , 

— , r dépend  des  formes  de  ce  Co- 


roüaire.  Car  en  fubftituant  a— = ou  z = 
la  différentielle  precedente  fe  change  en 


d x ' A b — B a B x) 


h x (oe'—ïex  — u e ) {t/J  — •*  g — * &*  ) * 


c’eft  a dire 


Ah  dx 

h Ÿ x ( b t — ) (4/ — a g x ) 

B ad  X 

!>  x{vc  — *e-+ex)  — *g-+gxj 


— 7. . - 1 5 -= . Or  les  deux  premie- 

byx{bc — ae-+cx){b) — xg-k-gx) 

res  différentielles  fe  rapportent  a la  forme  quatrième, 


& la  différentielle  — ■ = 

b y x (b  c — a c-j-  c x ) (b/  — “g-\-gx) 

— B * x 1 - dépend  de  la  forme 

b S (b  C — JH-n)  C b t — xg-t-gx) 

troifteme . Donc  cette  différentielle  s’intégre  par  les  re- 
ftifications  des  ferions  coniques,  avec  les  mêmes  con- 
ditions, que  nous  avons  démontrées  cy-devant. 
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ccc. 

Corollaire  IV.  On  peut  ramener  aux  formes 
precedentes  la  différentielle  fuivante 
— . r!-r  ; car  on  peut  refoudre  ( par 

1^*  -+4i-+(i  y*4 

le  Ch.  VI.)  le  dénominateur  de  cette  fraflion  en  deux 
faéleurs  trinômes  réels . Suppofons  que  ces  faéleurs 
foient  g-^-zkx  — hbxx,  & m— *-2  ex  — t-«xx,  en  forte 
qu’on  ait  a intégrer  cette  différentielle 
— Soit  fuppofé  m— b 2 ex 

V 2 k x x x)  (m  2ex-+nx  x ) 

— *-nxxz=(g— nkx— h bxx)y  afin  que  la  différentielle 
propofée  devienne  — =.  En  extrayant  la 

racine  de  part  & d'autre  de  l’equation  precedente , c’efl 
a dire,  de  ou 

de  x x—¥  ~ ‘ 1 - x ~,m , on  aura  en  ordonnant 

l’equation  nx — byx-¥e — ky  — 

ny  — nm — g b y1  —4-  bmy—hc1  — 2 eky-+  k1  y1  = 

^ Pyy~*rClf~+‘ri  en  faifant  p — k*  — gh-,  q =g  n — t- 

bm — .2  ek)  r=ze1—mmi  & en  différentiant  l’equa- 
tion  m— 1-2  ex— t-«xx  = (j  — bzkx—i" bx x)y , on  trouve- 
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dx(e-+itx  — ky — b y *)  = -<//  (g— t-2&x— t-£*x), 


ou 


t'-+AU>.x  = ' — -ïy^hyx  • Or  fi  a la  pla- 


ce  du  dénominateur  e-¥nx  — ky — byx  on  fubflitue 
fa  valeur  trouvée  Ÿ pyy  -+qy  -+-r,  l'equation  propofée 

ij 

fe  change  en  cette  autre  — - ■ 1 de  la  meme 

Ÿ y {fyy -+?/-*• r) 

forme  que  les  différentielles  precedentes,  8c  par  confë- 
quent  intégrable  de  la  même  maniéré . 

CCCI. 


Lemme  IV.  Si  on  fuppofe  R — e—¥fx—^gxz  , 
i = Ç— t-A,  r = î— i-A,  8c  p = r,‘  ~'4  ' 'T , on  aura  ces 
deux  équations. 

I.  x*  R*  = f e.  S.  x*  1 R’'  1 dx— \-sf.S-  x Rx~ TX 

dx-hrg.S.x1-*'  Rx~'dx.  • 

II.  x*  Ry-+-ZjLx*-*1  Rx  =P.S.x*-1  RK  d x-+ 

(/— +•  1 ) S.x  Rk d x-^-Xp.S.x’' RK  1 dx. 

Ces  équations  ne  font  que  deux  cas  particuliers  des 
formules  generales,  que  nous  avons  démontrées  (Art. 


Digitized  by  Google 


504  Elemens  du  Calcul  inte'gral 
ccxill. , CCXV.)j  peut  aufft  s’affùrer  de  leur  exaéli- 
tude,  en  prenant  les  différentielles  des  deux  membres  de 
chaque  équation,  qu’on  trouvera  égalés  entr’elles. 

CCCII. 

Corollaire  I.  i.°  La  première  équation  n’a 
point  lieu , lorfque  les  trois  nombres  6 , r,  t font  égaux 
chacun  a zéro,  ce  qui  arrive  toujours,  quand  6=o  = A 

2.0  Lorfque  deux  de  ces  trois  nombres  ô,  r,  t 
font  égaux  chacun  a zéro,  deux  des  intégrales  defignées 
par  S difparoiffent  dans  l’equation,  & la  troifietne  fe 
trouve  par  la  quantité  algébrique  *’  RK  . 

3.0  Lorfqu’il  n’y  a qu’un  de  ces  trois  nombres 
égal  a zefo,  ft  l’une  des  deux  intégrales,  qui  refient,  eft 
donnée , on  trouvera  toujours  l’autre  par  celle  qui  eft 

donnée , 8c  par  la  quantité  algébrique  *e  RK . 

4.°  Lorfque  les  trois  nombres  6,  r , r font  réels, 
deux  des  intégrales  étant  données,  on  trouvera  toujours 
la  troifieme  par  ces  deux  données,  8c  par  la  quan- 
tité **  Rk  . 

5.0  Enfin  pour  faire  nfage  de  la  première  équa- 
tion, il  faut  remarquer  que  les  expofans  6 — 1,  6,  8c 
6-+-1  de  la  variable  #,  hors  du  trinôme  R , dans  les 
trois  intégrales  defignées  par  S.  font  eu  proportion 
arit  lime  tique , dont  U différence  eft  l’unité , 8c  que 

l’expo- 
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l’expolànt  du  trinôme  R , dans  ces  mêmes  intégrales , 
«il  le  même,  fçavoir  A — 1. 

CCOIII. 

Corollaire  II.  x.°  Quand  on  ne  veut  emplo- 
yer la  fécondé  équation  que  pour  diminuer  fuccelTive- 
ment  de  l’unité  l'expofant  A du  trinôme  R,  cette 
équation  devient  inutile,  fi  par  ce  qu’alors, 

p étant  zéro,  le  terme  A p.S.x'  R^~l  d xy  dans  lequel 
feul  cet  expofant  eft  diminué  de  l’unité,  difparoit  aufli. 
C’clt  la  même  chofe,  quand,  p étant  une  quantité  réel- 
le, on  a A — o]  il  faudra  donc  qu3  A,  & p foient 
réels,  pour  faire  de  cette  équation  l’ulàge  qu’on  vient 
de  dire. 

11.0  Lorfque  A,  Sc  p étant  réels,  l’un  des  deux 
nombres  ê,  ou  t-+i  eft  zéro,  on  trouvera  l’intégrale 

S.x9Rx^~1dx  par  l’autre  intégrale,  qui  relie,  & par 

la  quantité  algébrique  x Rx  x -l" 1 RK , & !ï 

ces  deux  nombres  font  égaux  chacun  a zéro , cette  in- 
tégrale fera  algébrique. 

111. 0 Lorfque  les  quantités  />,  A,  S,  & r-4-1  font 
réelles,  deux  des  intégrales  étant  données,  on  trouvera 
toujours  la  troifieme  par  ces  deux  données,  & par  la 

quantité  algébrique  x*  Rx  — H x ~+ 1 R* . 


S s s 
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CCCtV. 


L e m M E V.  L’intégrale  de  la  différentielle 

t I I 

x 2 dx  (e— t-fx— t-g*1)  1 fe  trouve  algébrique- 

ment , ou  par  les  quadratures  des  ferions  coniques , 
lorfque  le  trinôme  e — hfx  —h  g x x eft  un  quarré,  & 
que  t}  & tt  font  des  nombres  entiers  quelconques  po- 
fitifs , ou  négatifs. 


Car  en  fuppofant  1/  e gx  x=za-*-6  xy  & 

I 

T ^ — 

x = z z , on  aura,  d x = zzd  z-  x 1 = z2  T ~ 1 , ( e — t- 

X_ 

f x—^-gxx)  * x')**~  1 =(a— \-b z s)2  1 , 

&.  # 1 </#(e-+-/x  — \-gxx)  * =z  z*T  ~i~1  ~ 1 d z X 


(iJH-i**)1’-1,  différentielle  rationelle,  qu’on  pourra 
intégrer  algébriquement,  lorfque  l’expofant  z r — h i — (- 1 
de  z hors  de  la  parenthefe,  & l’expofânt  z tt  x du 
binôme  a-¥bzz  font  des  nombres  pofitifs,  & qu’on 
intégrera  par  les  quadratures  des  ferions  coniques,  lorf- 
que ces  expofans , ou  l’un  des  deux  feront  négatifs , 
comme  nous  l’avons  démontré  (Chap.  VI.). 


CCCV. 


Corollaire.  Si  dans  le  trinôme  *-+•/*— *-£*#, 
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5°7 

on  a ff=  ou  il  faudra  que  les 

quantités  *■,  & g ayent  le  même  figne  — H , ou  — ; 
car  fi  elles  avoient  différens  lignes,  le  produit  eg  fe- 
roit  négatif,  8c  f une  quantité  imaginaire;  par  confc- 
qucr.t  la  différentielle  propofée  ferait  aufTi  imaginaire, 
& n’auroit  point  d’intégrale  réelle.  Suppofons  premiè- 
rement , que  ces  quantités  ayent  le  ligne  —H , que 

e — aa  y 8c  g — bby  on  aura  eg  — /tabby  eg  — aby 
f ~ a b y 8c  le  Trinôme  e-*-fx-¥gxx  — aa—¥2abx 
—¥bbxxy  quarré  dont  la  racine  eft  a—hbx:  donc, 
dans  cette  fuppofition , la  différentielle  propofée  fera 
intégrable  algébriquement  , ou  par  les  quadratures 
des  feélions  coniques . Suppofons  en  fécond  lieu  que 
les  quantités  e 8c  g foient  négatives,  ou  que  e—  — 
a a y 8c  g = — bby  le  trinôme  fera  — a a — *-z  abx— ■ 
bbxxy  quarré  négatif  du  binôme  a — bxy  ou  de  bx — a, 

d’ou  il  fuit  que  ^ e-+f x-+gxx  «fl  une  quantité 
imaginaire,  & que  la  différentielle  propofée,  qui  ren- 
ferme cette  racine,  eft  aufli  imaginaire.  Donc,  lorfque 
c*tte  différentielle  eft  réelle,  8c  que  ff—^egy  le  trinô- 
me e-+fx-*-gxx  fera  un  quarré  pofitif,  8c  la  diffé- 
rentielle intégrale  algébriquement,  ou  par  les  quadra- 
tures des  feélions  coniques . 
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cccvr. 

Theoreme  V.  L’intégrale  de  la  différentielle 

t 

x~ 1 dx(e— *-/x— *-gxx)  *>  dans  laquelle  r eft  un 
nombre  entier  quelconque  pofitif,  ou  négatif,  peut 
toujours  fe  trouver  par  les  deux  intégrales  données 

I I_  t 

S.x  d x ( e — *-/#  -+-g  * x ) * , &S.x*  dx  ( r-4-/x  — t- 

I 

S*»)  1 . 

Démonstration.  I.°  R étant  toujours  fuppofé 

I 

z=c— t-/x— *-gxx,  foit  une  fuite  de  différentielles  x 
_»  2 _ 1 i.  L _L 

R 1 dx  , x’.R  *dx,  x * .R  *</x,  x *R  1 d x , 

Ô*c.,  dans  laquelle  les  expofans  de  x,  hors  du  trinôme 
R , font  une  progreffion  arithmétique  croilfante  de 
l’unité.  Il  eft  évident  qu’en  prenant  trois  différentielles 
contiguës  dans  cette  fuite,  on  pourra  toujours  les  pla- 
cer dans  la  première  équation  du  Lemme  IV.,  au  lieu 

des  différentielles  x*  1 RX  1 dx,  xS R*  ' dx,  x*  1 X 

Rk  1 dx , en  faifant  A — i = — i,  ouA=7&0 — i 

égal  au  plus  petit  expofant  de  x hors  du  trinôme  R 
dans  ces  différentielles . Donc,  fi  l’on  prend  les  trois  diffé- 
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Il  II  II 

— - — I -*•  — — — 

rentiellcs  contigües  x lR  *dxyxlR  Vx,  x lR  *dx, 

, 1 . 1 

on  aura  ® — 1 == — -,  S=-,  & comme  on  a 
auiïi  A=-,  on  aura  *==:*— *-A  = i,  &r=r-4-A=- 
En  fubflkuant  ces  valeurs  dans  la  première  équation 
x'R^St.S.x'^'  RK~ldx-+sf.  S.*Rh-'dx-¥rg.X 

II  II 

S,  x*  1 iC  xdx,  elle  devient  x'R  ^e.S.x  *R  ‘X 

- — 

dx-t-f.S.x'R  xdx-*-~g.S.x  lR  *dx;  équation, 

1 L 1 

par  laquelle  les  deux  intégrales  S.  x *R  1 d x , 8c  S.x’  X 


R 'dx  étant  données,  on  trouve  la  troificme  intégrale 

1 I 

I — *■  “ ■" 

S. x R 1 dx.  De  même,  fi  on  prend  les  trois  difTé- 

II  II  I 

— — f-f—  — — a — 

rentielles  contigües  x*R  'dx,x  1 R 1 d x,  8c  x 1 X 
1 

R Vx,  on  aura  6 — i=-,0=|,r  = 0-+-A:=2,r  = 


r-+X  = 2— 8c  en  fubftituant  ces  valeurs  dans 

la  première  équation  du  Lemme  IV. , on  trouve  la 

1 1 

. , %m*T  — r 

troifieme  intégrale  S.  x R dx  par  les  deux  autres , 
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&.  ainfi  de  fuite  a l’infini.  Car  (i  on  prend  en  general 


trois  différentielles  contigiies 

1 t L i 

R ' d x,  Sc  x 1 R ' d x, 


Il  I • 

x 1 R 1 d x,  * ~ 1 X 

on  aura  5 — i =r  r , 
2 ' 


6 = r—t-ii±^,j  = £!-»-\  = r-t-irt:-'— z =i-x* A 

= r-+2H:^;  & il  eft  évident  que,  r étant  un  nom- 
bre entier  pofitif,  les  trois  nombres  6,r,  & r feront 
toujours  réels,  & que  par  confequent  (Art.  CCCII.  ) la 
première  équation  aura  toujours  lieu,  pour  augmenter 
fucceffivement  de  l’unité  l’expofant  de  x hors  du  tri- 
nôme R. 

2.°  C’eft  b même  chofe  pour  diminuer  fucceffi- 
vement  de  l’unité  cet  expofant  de  x.  Car  foit  une  fuite 

1 i » i i i 

de  différentielles  x1  R *</*,  x lR  *</*,*  ‘X 

R *dx,x  *R  1 d x,  &c.)  dans  laquelle  les  ex- 

pofâns  de  x hors  du  trinôme  R font  une  progreflion 
arithmétique  decroiffante  de  l’unité  . Il  eft  évident , 
qu’en  prenant  trois  différentielles  contigües  dans  cette 
fuite , on  pourra  toujours  les  plaçcr  dans  la  première 
équation  du  Lemme  IV.  au  lieu  des  trois  différentiel- 
les J-1  R'~ldx,x*  R'~'  dx,  RK~~'dx,  en  fui- 
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fane  A — 1 = — , ou  A = -i,  & 6 — ■ 1 égal  au  plus 

petit  expofant  de  x hors  du  trinôme  dans  ces  différen- 
tielles contiguës.  Donc,  fi  on  prend  les  trois  différen- 
| I _I  _2  , _2 

ticlles  contigües  x' R 'dx,x  *R  %dxyx  *X 

l 

R *dx,  on  aura  fl— 1= — 1 - , fl  = — -, r = 


fl  -+-  A = — ~ = r=r— t- A=-,  & en  fubfti- 

tuant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  du  Lemme 

l - j 1 « 

IV.,  elle  devient  x 1 R1  = — ~eS.x  *R  »X 

* _>  , _ 

d x-*-o—¥-^g.S.x' R ’dx,  d’ou  l’on  tire  S.  x ‘X 

_ 1 1 _i  1 

R ’dx^z—.S.x'R  1dx — — x 1 R1  : & fi  l’on 

e c J 

prend  en  general  trois  différentielles  contigües 


'R  *</x,  x 


*R  'dx,x  ' 'X 


R ldx,  on  aura  6 — 1 =■ — r — • 3 r±-,  6=— r — 


2 rt  — , î — fl -+  A — — t — 2 r±~  — h-,  t =r— *-A  = 

— t — t rr  ~ , par  ou  l’on  voit  que  — r étant  un 
nombre  entier  négatif,  les  valeurs  de  fl , de  r,  & de  r 
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feront  toujours  réelles,  St  que  par  confequent  ( Art. 

cccn.  ) on  trouvera  toujours  l'intégrale  S.  x ’ X 

I 

il  1 dx  par  les  deux  autres  intégrales,  au  moyen  de 
la  première  équation  du  Lemme  IV.  : donc  l’intégrale 
propolée  Scc.  C.  F.  D. 

CCCVII. 

Corollaire.  On  trouvera  donc  cette  intégrale 
algébriquement , ou  par  les  quadratures  des  feélions  co- 
niques, lorfque  le  trinôme  R fera  un  quarré  ( Art. 
ccciv.),  & par  les  reélifications  de  l’hyperbole,  & de 
l’ellipfe  , St  par  des  quantités  algébriques  dans  les  au- 
tres cas,  comme  nous  avons  démontré  en  examinant 

-t± 

la  différentielle  ••  * 1 — . 

y t-+jx-+gx* 

CCCVIII. 

THEOREME  VI.  L’intégrale  de  la  différentielle 
T—  “ j- 

» dx(e-¥fx-*-gx»)  peut  toujours  fe  trou- 

1 

ver  par  les  dctlx  intégrales  données  S.  x 1 dx(e— hfx 
LL  L 

-+-£**)  *5  & S.  x1  J x(c-+fx— *-gxx)  *,  lorfque 

r efl  un  nombre  entier  quelconque , St  -r  un  nombre 
entier  pofitif.  D e- 
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Démonstration.  R étant  toujours  fuppofé 
~e-+f x-¥-gxx-f  les  deux  intégrales  données  feront 
I £ 11 

S.  x 1 R ' d x , S.  x'  R ' dx  , & la  différentielle 

1 r^L 

propofée  fera  x ' R 'dx.  Or  les  deux  intégrales 

XI  II 

S.  x ' R ' dx , S.x'  R ' dx  étant  données,  on  trou- 

^ , T 1 

ve  (Art.  cccvi.)  l’intégrale  S.  x 'R  'dx,  8c  la 


différentielle  x 'R  'dx  étant  =• 


Rdx 


T — »■  1 


dx  fx 

1-  — 


d * | x 


, on  trouve 


R R R 

(Art.  cccvi. ) feparément  les  intégrales  de  chacune  de 
ces  trois  différentielles:  on  trouvera  donc  l’intégrale 


T-4.lL  I 1 

S.  x ' R dx.  De  même  x ' R1  dx; 


X 

x~  1 R'dx 

y 

_ x 


& en  multipliant  x ' dx  par  le  quarré  développé  de 
R,  ou  de  e— 'rfx— t-gxx,  on  partagera  la  différentielle 


R'-d  1 


en  plufieurs  autres  différentielles , dont 

T 1 1 
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chacune  pourra  s’intégrer  (épargnent  par  le  Theoreme 
precedent  (Art.  cccvi.  );  S:  on  voit  qu’on  pourra  tou- 
jours trouver  de  la  même  maniéré  les  intégrale;  des 


différentielles  i 

R 1 

qui  font  exprimées  en 


T — — T — 

1 4 ' 1 ï 

x R <i  x x R H x 
7 > 7 > &e‘> 

R 1 R1 

general  par  la  différentielle 


Vx,  -tt  étant  un  nombre  pofitif  quelcon- 


que : donc  &c.  C.  ,£9.  ^ 


CCCIX. 


Corollaire.  On  pourra  donc  toujours  trouver 

1 . I 

T Zt  " * Zt  - 

l’intégrale  5".  x R 1 d x par  des  quantités  algébri- 
ques, ou  par  les  quadratures  des  feélious  coniques,  lorf- 
que  le  trinôme  R eft  un  quarré  (Art.  ccciv.),  & 
par  les  reflifications  de  ces  feélions , & par  des  quanti- 
tés algébriques,  lorfque  le  trinôme  R ne  fera  point  un 
quarré  (Art.  CCCVII.),  pourvût  que  r foit  un  nombre 
entier  pofitif,  ou  négatif,  Sc  ■*  un  nombre  entier  pofitif. 

cccx. 


Theoreme  VII.  On  peut  toujours  trouver  l’in- 
,a  i *zt- 

tégralc  de  la  différentielle  x 1 R dx  par  les  deux 
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II  11 

intégrales  données  S.  x 1 R 1dxy8t  S-,  x1  R * d x y 
lorfcjue  t eft  un  nombre  entier  quelconque , & t an 
nombre  entier  négatif. 

Démonstration  . I.°  En  comparant  ces  trois 

» 1 1 2 - 2 

dilférentielles  x lR  1 d x y x' R *dxy  x1  R 1 dx 

avec  les  trois  différentielles  x*~'R  dxy  x R dx  , 

x9  Rx  1 dx  prifes  dans  la  fécondé  équation  du 

Lenune  IV.  x 9 R*-+-  ^fx6^1  Rx=fl.S.*,— 1 R*dx  -¥ 

(/— t- 1 ).L£.,S.  x RK  d x— h\p.S.x!>  Rx  ldx y que  nous 

defignerons  par  By  on  trouve  fi — 1 = “y  fi=“  > 

A ji  ^ * 1 ’ ï — fi”t"A  oy  t s t*  A ■ 

— - ,r— hx=  - ; & ces  valeurs  étant  fubflituées  dans 

a 7 a 7 

2 %_2  2 _i 

l’equation  By  elle  devient  x’R  2— t-y-x’R  I=^.X 

i i 2 1 2 ___  ? 

J\  « *R  1 d x—*-~  .S.xz R 1dx p.S.x'R  * dx • 

2 j i 

d’ou  l’on  tire  l'intégrale  S.x2R  * d x — - . S.x  1 X 

° p 
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1 11  _i  ' ; t 

„ ' 1 i !f  . t n > i I » r>  » 4 P.  > 7>  » 

R dx  -*•-?*-. S.x  R û x x R — * R , 

tp  p t P ' 

p étant  , & en  comparant  de  même  ces 

_i  _1  _L  _L  _L 

trois  diférentielles * *R  Vx,  x ‘R  Vx,  * 'R  ‘X 

dx,  avec  les  trois  x"-1  R dx,  x"  R* d x , xJR*  Vx 

prifes  dans  l'equation  5,  on  trouve  6 — -i  = — 6 = 

—4,  A=— r = f-vA=— i ,r  = j-t-A=-_  j, 

/ -t- 1 = — 4,  on  trouvera  donc  (Art.  CCClii.)  par 

^ l 

l'equation  B l'intégrale  S.x  1 R 1 d x , en  fuppolknt 

__  1_  1_  l_ 

les  deux  intégrales  S.x  1 R 1 dx,  & S.x  1 R *dx 

1 

données:  on  aura  donc  les  deux  intégrales  S.x  1 X 

_ î_  i_  

R *</*,  & S\x‘R  1 dx. 

1 

II.8  En  comparant  ces  trois  différentielles  x X 

_ j_  i_  i 

R 1 dx,  x1  R 1 d x , x 1 R 1 d x avec  les  trois  de 
l'equation  B,  x7  ’R^dx } xf  Rk  d x , x*R>— "rJx,  on 
trouve  6 — i = — i , fi  , A = — - , A — x =r — -, 
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5l7 

j = S-*-X  = — i ,t  = s—h\  = — 1 = — - ; donc 

I —I 

on  trouvera  ( Art.  cccm.  ) l’intégrale  S.  x'R  ' d x par 
l’equation  B , Sc  de  même  en  comparant  ces  trois  dif- 

— i z_  _1_  _ i_  _5 

fércntielles  * .R  'dx,  x ' R 'dx,  x ' R 'dx  avec 
les  trois  * lRxdx,  x°Rdx,  x'R * 1 dx  prifes  dans 

l’cquation B , on  trouve  fi  — i— — fi  = — ~ , A = 

— - , s — — 2,  r =■ — ~ , t— t- 1 = — - : on  trouvera 
donc  (Art.  cccm.  ) par  l’equation  B l’intégrale 

S.x  R ' d x . Donc  on  aura  les  deux  intégrales 
— - I-  _1 

S.x  3 R 'dx,  8c  S.  x'R  'dx,  en  fuppofànt  données 

11  11 

les  deux  intégrales  S.x  lR  'dx,  8c  S. x'R  ' dx. 

III.®  On  trouvera  de  la  même  maniéré  par  les 

_ i _j  _i_ 

deux  intégrales  S.  x R ' d x,  Sc  S.  x'  R * dx  ces 

17  17 

deux  autres  S.x  'R  'dx,  kS.x'R  ' dx ; & au  mo* 

I *1  I 

ien  de  celles-cy  les  deux  autres  S.x  'R  'dx,8cS.x'  X 
.R  'dx,  & ainfi  de  fuite  a l’infini  en  diminuant  tou- 
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jours  de  l'imité  i’expolànt  de  R.  Car  en  general,  fi. 

— - —x—-  - 

l’on  a les  deux  intégrales  S.  x 1R  *d x y 8c  S.  x*  X 

2 t 

R 'dxy  en  comparant  ces  trois  différentielles  x * X 

— - — r_L  i _T_,_i 

R 1dxyx1R  *dxyx'R  1 dx  avec  les  trois 

de  i’equation  By  xa  1 RKdxy  x1  RKdxy  8c  x*  Rx~  ldxy 
on  trouve  S — i =— 6=^,  A = — -n- — s~ 

8 — t-  Ar=  — -7r  yt  = r -+  A ■=  — 2 -n — ^ , t— 4- 1 = — 

2 par  ou  l’on  voit  qui  les  nombres  6 8c  A font 

toujours  réels,  ce  qui  fuffit  (Art.  CCCIU.  ),  en  fup- 
pofant  anfii  que  p fuit  réel,  pour  trouver  par  l’equa- 

1 T — * 1 

tion  B l’intégrale  S.  x1  R V*,  ou  î.  *’  X 

1 

— »—•!»  — 

R 'dx.  Or  on  peut  toujours  (Art.  cccvi.) 

augmenter , ou  diminuer  fucceflivement  de  l’unité 
l’expofant  de  x hors  du  trinôme  R.  Donc  on  pourra 

l 1 

toujours  trouver  l’intégrale  S.  x 1 R ~'dx  par  les 

Il  11 

deux  intégrales  données  S1,  x 'R  ' dxy  8c  S.  x' R Xdxy 
lorfque  r fera  un  nombre  entier  quelconque,  & » un 
nombre  entier  négatif.  C.  j£A  F.  D. 
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5 i9 


Corollaire  I.  Donc  en  réunifiant  les  deux 
derniers  Theoremes  , l’intégrale  de  la  différentielle 

I I 

r ~~  x -*•  - 

x *R  ~ 1 dx  peut  toujours  fe  trouver  par  les  deux 

— i I ^ I 

intégrales  donées  S.x  *R  1 dx,8cS.x'R  Vx,  lorfque 
r & tt  font  des  nombres  entiers  quelconques,  ou  zéro. 

Corollaire  II.  Donc  cette  intégrale  fe  trouve 
par  des  quantités-  algébriques,  ou  par  les  quadratures 
des  fections  coniques , lorfque  le  triuome  R eft  un 
quarré  (Art.  ccciv.),  & par  les  rectifications  des  fe- 
rions coniques,  & par  des  quantités  algébriques, 
lorfque  R ne  il  point  un  quarré,  ny  le  produit  d’un 
quarré  par  une  confiante. 

CCCXII. 

T ^ _T 

Remarque.  On  peut  rendre  la  formule  x 1 X 
1 

T ““ 

R 1 dx  beaucoup  plus  generale,  en  y fubftituant  z”  , 

ou  z ” au  lieu  de  x.  On  peut  encore  la  rendre  plus 
compliquée,  en  trouvant  par  les  Tables  de  réductions 
une  valeur  rationelle  de  x,  laquelle,  étant  fubfiituée 

, S 

dans  le  trinôme  R , le  rende  quarré,  & R 1 rationelle  ; 
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car,  en  mettant  par  tout  clans  la  formule  generale  de 
la  différentielle  cette  valeur  rationelle  de  x , on  aura 
une  autre  formule  generale  beaucoup  plus  compofée . 
Mais  comme  ces  calculs  font  trop  longs , & que  d’ail- 
leurs ils  n’ont  point  d’autre  difficulté  , nous  ne  pouffe- 
rons pas  plus  loin  l’ufâge  de  la  théorie , que  nous  avons 
établi  d’après  les  Méthodes  de  Newton,  lefquelles,  com- 
me il  efl  aifé  de  le  voir,  font  beaucoup  plus  faciles, 
& plus  generales,  que  celles  dont  on  a coutume  de 
fe  fervir. 

Il  nous  refie  a parler  d’un  Problème  propofé  par 
le  célébré  Jean  Bernoulli:  ce  Problème  très-connu  par- 
mi les  Geometres  confifle  a réduire  une  qnadrature 
tranfeendante  quelconque  S.pdx  a la  rectification  d’une 
courbe  algébrique , ou  de  tant  de  courbes  algebriqués  , 
qu’on  voudra . Soit  p une  fonction  algébrique  quelcon- 
que de  #,  & S.  pdx  faire  d’une  courbe,  dont  l’abfciffe 
efl  * , & l’ordonnée  perpendiculaire  p ; il  s’agit  de  trou- 
ver les  coordonnées  d’une  nouvelle  courbe , a la  réti- 
fication de  laquelle  fe  rapporte  la  quadrature  S.  pdx. 
Soit  pour  cela  X une  fon£lion  algébrique  de  *,  & dX 
= 5 dxy  fl  étant  une  fonction  de  x;  foit  de  plus,  en 
differentiant , </fl  = çdx,  9 étant  une  fonction  de  ô,  & 
par  confequent  de  x , ou  de  X . Enfin  foit  fuppofée 

l’abfciffe  de  la  courbe  cherchée  = “7-,  & l’ordonnée 


1 


V 
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— X ; on  aura,  en  faifant  dz  confiante,  la  diffé- 
rentielle de  l’abfciffè  = ^4^,  & la  différentielle  de 
l'ordonnée  = J d’ou  l’on  tire  la  différentielle  de  l’arc 
= 4fr  Ÿ a <-+ï2,  dont  l’integrale  ^aa-t-zz  — 

S.  l/aa-9-zz — S.  77 , en  fubfh- 

Vaa-+zz  d*  r*a-+zz’ 

tuant  6dx  a la  place  de  dX , comme  il  eft  évident  en 

retournant  aux  différentielles.  Soit  maintenant  fuppofé 

_ zi d x „ 1 ï»  „ 

S.  --  — S. pd x . on  aura  . = p,  8c  * = 

^ «H-u  f r**H**S  r 

ip  , a99dp — aptdt aqOidx — npJçdx 

VfT=ff'd*= j-  - —>  etl  Ül‘ 

( •» — />/>>*  — />/»)* 

fant  dp-=.qdx  , 7 étant  une  fonflion  algébrique  de  *,  & 
en  fubfti tuant  a la  place  de  dp  8c  de  leurs  valeurs 
refpe.EUves,  d’ou  l’on  tire  les  coordonnées,  c’efl:  a dire. 


l'abfcife^=(”^-,  & l’ordonnée  *f£-X= 


f ^L-L x , & par  confequent  l’arc  de  la  courbe  de* 

Ci  Jf  dX ,/ c zdx 

figné  par  — Vaa^+z  — r====  T*—?» 
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— S.pJxy  ou  1T"  — quantité  con- 

fiante. Mais  p y 9,  6 font  des  fondions  de  A',  & A 
efl  l’arc  d’une  courbe  algébrique  ; donc  on  réduira  par 
ce  moyen  l’imégrale  S.pdx  a la  rectification  de  quel- 
que courbe  algébrique . De  plus  puifque  les  fondions 
X,  <p,  9 font  arbitraires,  il  eft  clair  que  ces  courbes 
algébriques  font  variables  a l’infini. 

Nous  aurions  pù  traiter  fort  au  long  ces  fortes  de 
reduétions,  8c  plufieurs  autres  beaux  Problèmes,  qui 
y ont  rapport,  mais  cette  matière  appartient  plus  a la 
Géométrie  qu’au  Calcul,  8c  n’entre  pas  dans  le  plan  de 
nôtre  Ouvrage  ; c’eft  pourquoy  nous  nous  contenterons 
d’eclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  par  un  Exemple 
facile . 

Soit  p d x — — — ldi — — , 8c  par  confequent  p — 

£ / ~ » , 

y xx  — — /ta  a o x • 

, 8c  dp  = —~p====r  ; fuppofons  X — x , l’ab- 

feifle  *—■  deviendra  -r^,8c  l’ordonnée  — X=-a  * — 
donc  la  différentielle  de  lare  «it-fss,  & fin- 

tégralo  = — 1/ a ,7  — t-  ~ — 5~.  — . En  fubfti  tuant 

a dz  l' aa  —t  zz 

i a la  place  de  f,  S:  par  confequent  d6~0y  on  aura 
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î_ 

l’abfciflfe ^=^(i—pp)\8c  l’ordonnée  = 57  (/>-?’) 

— #.  Enfin  fubftituant  a la  place  de/»,  dp  leurs  valeurs, 

on  trouve  l’abfcilfe  = — *# — an \ 8c  l’ordonnée  = 

— — . Donc  en  nommant  l’abfcifle  k,  l’ordonnée  /,  on 

ü4  4 

aura  uu~an 8c  y'  — d’ou  l’on  tire  uu  — 

<*  a — y y , équation  au  cercle  , 8c  par  confequent 
S.  d x 1 x * — " ■'  dépend  de  la  rectification  du  cercle  . 

X 

Au  relie  quelqu’clegantes  que  foient  les  conltru- 
Ctions  par  les  rectifications  des  courbes , ou  par  les 
quadratures , il  elt  certain  qu’elles  font  peu  utiles  dans 
l’application,  8c  que  la  voye  d’approximation  eft  beau- 
coup plus  fùre  8c  plus  facile. 
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CHAPITRE  VIIE 

De  F intégration  des  différentielles  de  tous  les  ordres, 
Ù“  de  celles , qui  font  affeclfes  de  fignes 
(T intégration , en  fuppofant  qu'il  ri  y 
ait  qu'une  'variable  dans  chaque 
différentielle • 

CCCXIII. 

(■?*£•  il.)  A Mm  une  courbe,  dont  l'abfcif- 
fe  AP~x,  l'ordonnée  perpendiculaire  PM—y,Pp 
=.dx,  8t£fm—dp.  Qu’on  prolonge  l’ordonnée  AI  P 
en  N,  de  forte  que  P N foit  toujours  proportionelle  a 
la  différentielle  «/y,  ou  »»  de  PM.  Si  cette  différentiel- 
le demeure  toujours  la  même,  la  ligne  P N demeurera 
auflt  toujours  la  même,  & alors  ANn  fera  une  ligne 
droite  parallèle  a l’abfciffe  AP.  Mais  fi  la  différentiel- 
le dy  cft  variable,  P N fera  auffi  variable,  & aura  fa 
différentielle  R»  proportionelle  a la  différentielle  de 
Qm,  ou  de  dp,  puifque  P N eft  toujours  comme  dyt 
ainfi  dp  fera  la  première  différence,  ou  la  différentiel- 
le du  premier  ordre  de  l’ordonnée  p,  ddp  ou  d1p  fera 
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la  fécondé  différence,  ou  la  différentielle  du  fécond 
ordre  de  la  même  ordonnée  y. 

Or  on  peut  raifonner  fur  la  fécondé  courbe  ANn , 
comme  fur  la  première  A Mm , & fur  la  fécondé  dif- 
férence ddy , comme  fur  la  première  dy ; de  forte 

que,  fi  la  fécondé  différence  ddy  efl  variable,  elle 

* 

aura  fa  différentielle  dddy , ou  d'y , qui  fera  la  troifie- 
me  différence  de  y , ou  la  différentielle  du  troifieme 
ordre  de  l’ordonnée  PM,  & ainfi  des  autres  a l’infini. 
On  voit  par  la,  qu’on  trouve  les  différentielles  de  tous 
les  ordres,  comme  celle  du  premier  ordre,  en  allant 
par  les  réglés  generales  du  calcul  différentiel,  du  pre- 
mier ordre  au  fécond,  de  celui-cy  au  troifieme,  & ainfi 
fuccéffivement;  par  confequent  on  doit  auffi  dcfcendre 
par  les  réglés  generales  du  calcul  intégral  de  la  diffé- 
rentielle d’un  ordre  fuperieur  quelconque  a fon  intégra- 
le, ou  a la  différentielle  de  l’ordre  inferieur  qui  précé- 
dé immédiatement,  par  exemple  du  4.'  ordre  au  j.e  , 
du  j.e  au  2.®  , du  2.e  au  i.er,  & de  celui-cy  aux  quan- 
tités finies. 

CCCXIV. 

Ayant  divifé  l’abfcifle  en  petites  parties  éga- 
lés, comme  Pp , & ayant  tiré  par  les  extrémités  de 
ces  parties  des  ordonnées  PM,  pm • fi  l’on  conçoit  que 
le  nombre  de  ces  petites  parties  égalés  de  l’abfcifl'e  aug- 
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mente,  & que  leur  longueur  diminue  a l’infini,  chacune 
de  ces  parties,  comme  Ppy  lorfqu’elle  s’évanouira,  ou 
lorfque  les  ordonnées  PMy  Sc  pm  tomberont  l’une  fur 
l’autre,  deviendra  la  différentielle  de  l’abfcilfe  AP , qui 
luy  répond;  8c  dans  cette  fuppolition  la  différentielle 
dx  de  l’abfciffe  * fera  toujours  la  même,  ou  confiante, 
& rabfciffe  x n’aura  point  de  fécondés  différences,  ny 
aucune  autre  d’un  ordre  fuperieur.  Nous  prenderons 
icy  pour  confiante  la  différentielle  d x de  l’abfciffe  x, 
nous  refervant  a traiter,  dans  la  féconda  Partie  de  cet 
Ouvrage,  du  Calcul  Intégral  des  différentielles  de  tous 
les  ordres  a plufieurs  variables , & (ans  en  fuppofer  au- 
cune confiante . 


cccxv. 

Nous  fuppoferons  donc  que  l'equation  a la  courbe 
A Mm  efl  y — X fonélion  de  l’abfciffc  x,  de  forte 
qu’en  différcntiant  de  coté,  & d’autre  on  ait  dy  = dX 
d x,  p étant  encore  unefonélion  de  x;  & qu’en  pre- 
nant les  fécondés  différences,  on  ait  d dy—d  (p  d x)—d  p d x , 
d x étant  confiante , & par  confequent  pdd  x = o ; 8c 

en  fuppofant  dp-=zqdx,  on  aura  ddy  — qdxdx—qdx1  ; 
& de  même  en  prenant  les  troifiemes  différences , on 

aura  £ y -=.r  d x1  y & ainfi  de  fuite. 
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CCCXVI. 

Problème.  Intégrer  l'equation  différentielle  d y 

~pdxn  , dans  laquelle  d x efl  confiante , p une  fon- 
£lion  de  x,  8c  n l’expofant  de  l’ordre  de  la  différen- 
tielle . 

Solution.  Puifque  dx  efl  confiante,  on  peut 
la  defigner  par  une  confiante  c,  8c  exprimer  ainfi  l’e- 

quation  d” y — c"  1 pdxy  8c  en  prenant  les  intégrales 
de  coté,  8c  d’autre  par  les  réglés  du  Calcul  Intégral, 

on  aura  ci'  'y—c”.  1 . S.pd x-*-Ac'~  1 , A étant 

une  confiante  arbitraire,  qu’on  déterminera  par  les  con- 
ditions données.  Donc  en  remettant  dx  au  lieu  de  c, 

on  aura  (C  'y~dx"~~t.  S.pdx->rAdx  ' ; 8c, 
par  ce  que  p efl  une  fonélion  de  x , on  pourra  toujours 
trouver  l’intégrale  S.pdx  par  quelques  unes  des  mé- 
thodes , que  nous  avons  données . Suppofant  donc 

S.  p d x = q fonction  de  x,  on  aura  l’equation  1 y 

= q d x"  1 —H  Ad  x"  1 — cn  1 qd  x -+■  A cn  1 d x , 

8c,  en  intégrant  encore  de  coté,  8c  d’autre,  on  aura 

y = c"  2 . S.  q d x — +-  A cn~1  x -h-  B c*  2 — 

» * 

dx”  2 . S.qd  x— +-  A x d x"  1—*-Bdxn  2;  B étant 
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encore  une  confiante  arbitraire,  ou  determinable  par 
des  conditions  données.  On  continuera  de  même  a in- 
tégrer jufqu’a  ce  qu’on  foit  parvenu  a une  équation, 
qui  ne  contiendra  plus  de  différentielles,  & on  voit  que 
pour  cela  il  faudra  faire  autant  d’intégrations,  qu’il  y 
a d’unités  dans  l’expofant  n de  l’ordre.  C.  F.  T. 
Exemple  I.  Soit  d dy  — a x" d ** ; en  intégrant 

de  part,  & d’autre,  on  aura  d y =z"  * ‘dL  -+ Ad  xy 
8c  par  une  féconde  intégration  y =:  — — +■ 

c O ■'  (m-H  ) ( ni  — t*  1 ) 

Ax-\-B . 

Exemple  II.  Soit  d" y = a xm  d -+-  b x"  d x'  ; on 

«*♦  I il 

aura  par  la  première  intégration  ddy  — ‘A-—~ -A h 

hAdx1;  par  la  fécondé  intégration  dyz= 


««"-y» 

(j»-H  ) ( 2 ) 


ixT^ldx 


+ A x d x—¥  B d x -j 


8c 


par  la  troifieme  intégration  on  trouvera  / = 

q’-*! yf  r1 


•H-  5 * — ■+•  C. 


CCCXVII. 

Theoreme  I.  />  étant  tout  ce  qu’on  voudra,  fl 
dx  eft  confiante,  on  aura  l’intégrale  S.pd*~f>x  — 

S. 
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**  d P r.  x*d  d P x*d  p 


z d x 


x*d  dp  __ 

i d x ~~P  * 


V-9 

x*  d d p 


z a x 


»3<P  P x*  dp  t x'ddp 


z.  J.  d x 1 


z.j.dx1  ».  j.  4.  </  xJ 


».  j.dx1 

-t- 


--^-=  6v. 

».  ï-4.  JxJ 

On  démontre  ce  Theoreme  en  prenant  la  différen- 
tielle de  part  & d’autre  dans  chaque  équation;  car  on 
les  trouve  égalés  entr’elles.  Ainfi  dans  la  première  équa- 
tion S.pdx—px — S.xdp , on  trouve,  en  prenant  les 
différentielles,  p d x=p  d x-t-  * dp  — xdp;  dans  la  fé- 
condé équation,  ^>x — S.xdp— px- 


2 d X 


-S. 


t1  à d p 
2 a x y 


ou — S.xdp— — en  différenciant  de 
part  & d’autre,  & fuppofant  d x confiante,  on  trouve 


— xdp  — — 


ainfi  des  autres. 


1 xd x dp 


z d 1 


X*  d dp  , x*  dd  p . „ 

' H — = *dp,  & 


2 ax 


2 a x 


CCCXVIII. 


Corollaire  I.  Si  la  ferie  du  Theoreme  conver- 

x*  d P . x*  à d P 


ge,  on  aura  S.pdx=px 


2 d X 


x'  àK P 


2.  j.  a x* 

. . ■ — — &c.  a l’infini,  ce  qui  donne 

2.  j.  4.  dx*  2.;.  4.  5 a x4  1 

la  ferie  trouvée  par  M.  Jean  Bernoulli  dans  les^Afles 
de  Leipfik  l’annte  1694. 

X xx 
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CCCXIX. 


Corollaire  II.  Lorfque  p eft  une  fonélion  de 
x,  on  delivre  cette  fuite  de  toute  différentielle.  Car 
foit  àp~=.q  d x,  ci  ^ — r à x , d rz=zt  dx,  ©"r.,  on  aura 

S.  p dx— p X +-  — — - - —¥•  ‘J?c.=zpx — S.qxdx 


x‘  q - x1  rd  x x'  a 

—P*' — ?-+s—r-=P*—  — 


&C. 


CCCXX. 


x3  r ç x'Ux 

*•  î ' 3- 


Lemme.  L’intégrale  de  la  différentielle  ttdz,  ou 
S.udz=zuz — S.  z ci  u.  Car  la  différentielle  de  u z efl 
itdz-+zdu,  par  confequent  l’intégrale  wz  = 5'. udz— t- 
S.zdu,  & «z— • S.  zd u — S.u  d z . 

CCCXXI. 


Theoreme  II.  />  étant  une  variable  quelconque, 
on  a les  équations  fuivantes . 


I.  d x . 5".  p d x — • x • S»  p d x S * p x d x * 

il  ,f  J-  .v^nr-rpr— 
iii.  S.dx.  y d x . ^5-  dx.  S.pd  x = 

x\  S.pdx — > x*  S.  p x d x ; x S.px'dx — S:px3d  x _ 

__  * * 


dx 
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IV.  S d x . . d x . kSl  d x ,"^5".  d x , S.pd  x = 

x*  S.  p à x — 4 »»  f,  px  d x — (•  6 y*  S.  p xx  rl  t — 4 « JT.  i>  »*  rl  x -+  T.  p x*  tlx 

*•  î 4- 

& generalement  fi  le  nombre  des  S.dxy  qui  precedent 

S.pdx,  eft  »,  & que  i.  2.  3.  4.  5 » defigne 

le  produit  de  tous  les  nombres  de  la  fuite  naturelle 
1,  2,  3,  4,  5,  ÔV.  jufqu’au  terme  » de  cette  fuite 
inclufivement,  on  aura  l’equation  fuivante 

S7d  x S.p  d x~x"  S.  p d x — -h”  S.  p x d x — +• 

- S.  p x ax  — 

— — J — x 5 .r.  /•  * J x r t S- px  d* 

m 1 — — »•  ..ii»  - - — — ^ « 

I.  2.  J.  4 ». 

Démonstration.  On  trouve  la  première  équa- 
tion S.  d x . S.  p d x ~x  S.  p d x —S.  p x d x par  le  Lem- 
ine  precedent,  en  fuppofant  S.  p d x — u , Sc  x — z , ce 
qui  donne  p d x=zd  u , p x d x — zd  u y d x=zd  z y d x X 
S.pdx  — udz , uz  = xS.  pd  x y &,  par  le  Lemme  , 

S.udz  z=.  S.d  x.  S.  p d x = uz  — S.zd  w=z  xS.  p d x — 
S.  pxd x . 

On  trouve  la  fécondé  équation  par  la  première, 

& par  le  même  Lemme.  Car  puifque  S.  d x . S.p  d x 
~ xS.pdx  — S.pxdx , en  multipliant  de  part  & d’au- 
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tre  par  dx , on  aura  la  différentielle  dxS.dx.S.pdx 
— xdxS.pdx — dxS.pxdx , & en  preuant  les  inté- 
grales, on  a Jk  d xS.d  x S.p  d x =zz  S.x  d x S.p  d x — 
S.d  x S.p  x d x . 

Or  en  fuppofant  S.pdx=ZM,  & xdx—dx.  dans 
l’intégrale  S. xdxS.pdx,  on  a pd x~du  , ^x2  = z , uz 
— x*S.pdx , zd  u=z  jp  xz  d x , u d z — x d x S.p  d-  x , & 
S.udz=z  S.xdxS.pd x ~=zuz — S.zdu  = 
x's.p 4x  — s.px'd*  En  fuppofànt  S.pxdx—u,  & x—z 

dans  l’intégrale  dxS.pxdx,  on  a pxdx  — du , «/#=• 
</z  } uz~xS.p  xd  x,zd  u —p  x1  d x , «rf  z = dxS.pxdx, 

Sc  par  le  Lemme S.udz  =: S.dxS.pxd x = u z — 5".  z 
= xS.pxdx  — S.px*dx  = . Dünc 

S.xd  xS.p  dx  — S.dxS.p  x dx — 

x\t.  pd  x — S.px'dx — xxS.pxdx— fît.  px1Jx  _ 
z 

x*!-.  p ^ » — z xS.pxrlx-t-S.px'dx  m 
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On  trouve  de  meme  la  troifieme  équation  par  la 
fécondé,  & par  le  Lerame , & enfuite  la  quatrième  par 
la  troifieme  & par  le  Lemme,  & ainfi  des  autres,  & 
en  obfervant  la  progreffion  des  termes,  & de  leûrs 
coefficients  dans  chaque  équation,  on  parvient  a l’ équa- 
tion generale. 

On  auroit  pû  démontrer  d’une  maniéré  plus  cour- 
te chaque  équation , en  prenant  les  différentielles  Mes 
deux  membres,  qu’on  trouve  égalés  entr’elles;  mais 
nous  avons  jugé  a propos  de  faire  voir  l’invention 
même  de  ce  beau  Theoreme , qu’on  déduit  facilement, 
comme  nous  allons  démontrer , de  la  demiere  pro- 
pofttion  du  Traité  de  la  quadrature  des  courbes  de 
Newton  . 

CCCXXII. 

Theoreme  III.  Soit  AD  IC  une  courbe  quel- 
conque ( Fig.  i2.)  dont  l'abfciffe  AB=zz,  l’ordonnée 
BD~y\  foit  AEKC  une  autre  courbe,  dont  l’ordon- 
née BE~  l’aire  de  la  precedente  AD  B divifée  par 
l’unité;  & AF  LC  une  troifieme  courbe,  dont  l’ordon- 
née BF=  l’aire  de  la  fécondé  divifée  par  l’unité,  & 
ainfi  de  fuite  a l’infini.  Suppofons  que  A,  B,C,D,£, 
Ô*r.  defignent  les  aires  des  courbes , dont  les  ordonnées 

relpeélives  font/,  a/,  a1/ , a5/,  Ô*c. , & l’abfciffe 
commune  foit  a.  Suppofons  de  plus  une  abfcilfe  don- 
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nce  quelconque  AC  — t,  BC=r — z = & que 

Py^jR^SjTf&c.  reprefentent  les  aires  des  courbes, 

dont  les  ordonnées  foient  / , */ , , * y , (Te. , & 

l’abfciflè  commune  * . Enfin  foient  toutes  ces  aires 
terminées  par  l’abfcifle  donnée  A C,  & dans  l’ordonnée 
C I donnée  de  pofition , & prolongée  a l’infini , on  aura 
toutes  ces  aires. 

I.  AD  IC— A— P 


II.  AEKC—t  A — B—Q_ 

III.  AFLC  — ^ c — — 1 R 

* 2 


IV.  A G MC  — ,tjizU.,%B.-+^,c-D==is. 

O O 


V.  A H NC—  — _L  T. 


*4 


14 


(Te. 


Démonstration  I.°  Pour  démontrer  ce  Theore- 
me , nous  fjppoferons  d’abord  que  les  aires  des  courbes 
ADByAEB,AFB , (Te.  font  exprimées  par  a,/î,>, 
(Te. , &.  que  par  confequent  les  ordonnées  refpeflives 

B E,  B F , 5 G,  ÔY.  font  T > "f  » T ’ Par  PenonÇ^ 


du  Theoreme.  Cela  pofé,  fi  * reprefente  l’aire  d’une 
courbe  quelconque  dans  la  fuite  des  aires  a,/?,  y, (Te., 
& que  le  rang  de  cette  aire  * foit  defigné  par  »,  nous 
démontrerons  généralement,  que  les  aires*  8c  A , B ,C, 
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(D’c.  étant  terminée1;  par  l’abfcilTe  donnée  AC,  8c  dans 
l’ordonnée  infinie  CI,  on  aura  toujours  l’equation 

f A -n  ,"-î C — 'D -+  es*. 

* = 1 . -±L 

n.  n — 1.»  — x....  dre. 

Il  faut  obferver  dans  cette  fuite  que  les  coefficiens 
numériques  des  termes  du  numérateur,  r,  — »,  — h 

— - — -,  (7c.  font  les  mêmes  que  ceux  du  binôme  dé- 
veloppée— b . De  plus  nous  obferverons  que  l’expofant 
de  la  puiflance  de  r dans  le  premier  terme  eft  »,  dans 
le  fécond  n — 1,  dans  le  troifieme  n — 2,  (7c.,  les- 
quels expofans  font  les  mêmes,  que  ceux  des  puiflan- 

. ...» 

ces  de  a dans  le  premier  terme  a du  binôme  a — b . 
Enfin  nous  remarquerons,  que  A , B ,C , (7c.  font  les 
faéleurs  du  i.er,  2.*  , 3.®  (7c.  termes  refpeélivement , 
& ainfi  de  fuite  a l’infini,  & que  les  fafleurs  n — 1, 
» — 2,  (7c. , qui  entrent  dans  le  dénominateur  decroif- 
fent  fucceflîvement  de  l’unité,  jufqu’a  ce  que  le  nom- 
bre de  ces  faéleurs  devienne  = >/.  Ce  qui  étant  obfer- 
vé  , il  eft  ailé  de  démontrer  que  les  aires  A,  B ,C ,D, 
(7c.  & f ayant  une  abfcifle  commune  a -.—AB,  l’equa- 
tion  des  aires  fera  toujours 

Z*  A — n;*  ‘ B -4-  C — — z*~}  0-4-  &c. 

f = 1— ÎLl 

».  » — X.» — 2.  &C, 
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Car  en  différentiant  & partageant  en  deux  colonnes , 

on  aura 


Mais  d A~y  d 2 , d B=y  zdz  = *d  A,  d C —y  d x. 
— ^dA,  dD—y^dz—'SdA,  &c.  (par  la  fuppo- 
fnion);  8c  fubftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  de 
la  féconde  colonne,  elle  fe  change  en  celle-cy 

z”jA~nznJA^n.^*ndyl--n.l=^A^ZlznJA-+&c._ 

».  n — I . » — ».  &t. 

2;  d A X ( l — » *-4*  w.  ^ x j ^Ct  ) 

n.  n — i . » — 2.  Ù'c, 

Or  le  dernier  fa£leur  i — n—¥n.”  — - — &c.  eft  compo- 

fé 
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fé  des  coefficiens  numérique!  du  binôme  r. — lP  , qui 
devient  pur  coafequctit  égal  a zéro , S:  fuit  ainfi  difpa- 
roître  tous  les  termes.  Donc  la  différentielle  de  l’equa- 
tion  precedente  ne  renferme  que  1a  première  colonne 
dz  x (zn~'j  — iT^T. 

n — 1 . n — i. 

C’efl  pourquoi  fi  la  première  de  ces  fuites 

• . o — 1_  i — l n — .. 

z A — *j  z B —h  n.  ——  - C — O ’c. 

— - — reprefeute  l’aire  d’tfne 

courbe,  dont  rabfcifle  eft  z,  la  fécondé  fuite 

TT. 

» — T.  * 2.  tj-f. 

Defignera  la  différentielle  de  cette  aire,  & par  confe- 
quent , en  la  divilant  par  dzy  on  aura  l’ordonnée  de 
la  courbe  dans  cette  demierc  expreffion  , les  coefficiens 
numériques  des  termes  du  numérateur  font  les  mêmes 

i ,rj  — l 

que  ceux  des  puiffances  du  binôme  a — b , & les 

expofans  des  puiffances  de  z font  n — i,w — 2,»  — 3, 
Û'c ; enfin  A , B , C,  &r.  font  les  faveurs  du  Ier,  2e, 
3e,  &c.  termes  refpcftivcment . D’ou  il  eft  évident  que 
le  nombre  des  termes  dans  l’expreffion  de  l’aire  furpaffe 
d’une  unité  le  nombre  des  termes  dans  la  forme  de 
l’ordonnée  correfpondante,  & de  plus  que  le  dénomina- 
teur de  la  différentielle  multiplié  par  «,  efl  égal  au  dé- 
nominateur de  l’intégrale. 


Yyy 
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Maintenant  foit  »=i,  en  forte  que  l'aire  de 
la  courbe  foit  zA — B\  en  différeutiant  on  aura  Ad  z 
-I-  z d A — d B A d z—\-y  zd  z — yz  d z—Adz  ;donc 

l’ordonnée  eft  A , comme  nous  l’avons  démontré;  8c 
en  faifuit  fucceflivement  » = o,  i,  2,  3,  (7c.,  on 
aura  la  fuite 

A.  z A — B.  (7c. (7c. 


Dans  laquelle  on  voit,  qu’en  prenant  deux  termes 
quelconques  contigus,  le  premier  des  deux  fera  lor- 
donnée  de  la  courbe,  dont  l’abfcifle  eft  z,  le  fécond 
fera  faire,  ainfi  en  prenant  la  différentielle  du  troifieme 
terme,  8c  en  fubftituant  a la  place  de  d A,  d B , d C , 
leurs  valeurs,  comme  nous  avons  fait  dans  le  fécond 
terme,  on  trouvera,  en  divilànt  par  dz , le  fécond  ter- 
me z A — B.  Mais  ayp,y,  (7c.  eft  une  fuite  d’aires 
qui  ont  la  même  abfcifle,  & la  même  relation  que 
les  precedentes.  La  première  aire  a eft  égalé  a la  pre- 
mière A , puilqu’elles  ont  la  même  abfcilfe  z,  & la 
même  ordonnée  y.  Donc  tous  les  termes,  qui  fe  fui- 
vent  dans  l'une  de  ces  fériés,  font  égaux  a tous  les 
termes  refpeélifs  de  l’autre,  chacun  a chacun,  8c  par 
confequent , fi  on  fuppofe  que  l’abfcilfe  z devienne  = 
A C—t , alors  j,  »?,  y , (7c.  deviennent  AD  IC,  AE  KC , 
AF  LC,  (7c, , 8c  ou  aura,  en  fu'oftituant  r a la  place 
de  z,  j.3  AÜIC  — A;  2°  A EKC  = r A — B,  & 
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ainfi  de  fuite,  comme  il  eft  enonçé  dans  le  théorème. 
C.  Q F.  D.  en  premier  lieu. 

2.0  Il  faut  démontrer  que,  fi  #=r — «,  St  P,.£>, 
P,  S-,  ÔY.  une  fuite  d’aires  qui  ont  x pour  abtciilê 

commune,  Sc/,  */,  x2/,  &Cm  Pour  leurs  ordonnées 
rcfpeîlive»  ; quand  le»  aires  P,  d?,  R,  S^ÛY. , ainfi  que 
les  aires  A , P,  C,  (?c.  font  terminées  par  l’abfcilTe 
AC  — t , Sc  dans  l’ordonnée  infinie  C/,  on  aura  P~ 
A,£)j==.rA — P,  Sc  généralement,  fi  » defigne  l’or- 
dre, ou  le  rang  d'une  aire  quelconque  dans  la  fuite 

des  aires  P,d^,  P, 5",  &c.  cette  fera  z=ztnA — nt ” 1 

B — i-  ».  1"  — &c.y  qui  eft  la  même  fuite  que 

la  precedente,  Sc  dans  laquelle  il  ne  manque  que  le 
dénominateur. 

La  courbe,  qui  appartient  a la  fuite  des  aires 
P,  P,  S1,  &c.,  Sc  dont  le  rang  eft  exprimé  par 

»,  a pour  ordonnée  x y (par  fnppofition ) . Mais  x — 

t — z , Sc  x*  — i — z’’  = r” — nt"  1 z— t-».  X 

t"~ï  z 1 — <ÔY.  : donc  xny=rny  — n tn~  1 z/  — y ».  X 
t"  1 zl  y — ù’c.  Or  les  ordonnées/,  z/,  z1/, 
&Y.  appartiennent  aux  aires  A,  P,  C,  ÔY. : donc  r 
étant  une  quantité  donnée,  l’aire  qui  appartient  a l’or- 


540  ’Elemems  du  Calcul  intégral 
donnée  compofée  t"  y — >t  r*~  1 zy  -+n.  t"  ~~  1 X 

z*y  — (7c.  deviendra  r"  A — nt " — 1 B— *•»."— ^-t1  ~ * X 
C — (7c.'t  l’abfcifle  étant  z,  & encore  lorfquez  = /.  Donc, 

puifque  l’ordonnée  x y dans  chaque  point  de  l’abfciflè 
donnée  AC  = t,  eft  égale  a l’ordonnée  compofée  pre- 
cedente, il  s’enfuit  que  l’aire  décrite  par  l’ordonnée  x y 
le  long  de  toute  l’abfciflè  AC  eft  égale  a l’aire  compo- 

O D t 

lee  precedente;  ainfi  en  faifant  » = i,  on  aura  tn  A — 

ut"  lB  — tA — B — Q,  & ainfi  de  fuite.  C. 

F.  D.  en  fécond  lieu. 


cccxxirr. 


Corollaire  I.  Soit  A l’aire  d’une  courbe  = 
S.ydz , & B l’aire  d’une  autre  courbe,  dont  l’ordon- 
née = LlÉ—  ^ faire  de  cette  fécondé  courbe  fera 


S.  (dz  S.ydz),  & ainfi  de  fuite,  on  aura 


S.dzS.dz S.ydz , & en  fubflituant  dans  les 

formules  precedentes  a la  place  de  A , B , C , leurs 
valeurs  refpeélives,  on  aura  S.(d  z S.(d  zS.y  d z)  ) — 


ZzS.y  Az  — 2 r f '•  f z d z — h S.  y z z d z 


Generalement  on  aura 


la  fuite 
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•=tS.yz"dz 


f*  . hh  — |r  , n n — i»î  — »-  , 

ï.'K.vJz z S.izdz—i z S.yzzaz 

1 

1>  2.  £ . 4f.  ••••••••  fi* 

comme  nous  avons  démontré  d’une  autre  façon. 

CGCXXIV. 

Corollaire  IL  On  peut  réduire  par  les  métho- 
des precedentes  la  différentielle  d’un  ordre  quelconque 

telle  que  y = a d x tf  ly—+pdx"  a une  équation 
différentielle  du  premier  ordre,  d x étant  confiante,  & 
p une  fonélion  de  #;  car  en  intégrant  de  coté  & d’au- 
tre , en  fuppofant  d x confiante , on  anra  df  1 y =3 

ad  xd"~ 1 y — d x”  ~~  1 S.  p d x — k-Adx*  l,  A étant  une 
confiante,  ou  zéro.  En  intégrant  une  fécondé  fois  on 

trouve  d”  ~~ 1 y = a d x d"  ~~  5 / — t-  d x”  ~~  *S.  (d  xS.pdx)—^ 

Axdxn~1-*-Bdx*~1;  en  intégrant  une  troifieme  fois, 

on  a d*  ly—ad x<T  *y-+dx“~~ i S.(d xS.{d xS.pd x)) 

— t-  At  \-Bxdxn~*  -¥Cdx”  — * ; & en  conti- 

nuant  a intégrer,  on  parviendra  enfin  a une  équation 
différentielle  du  premier  ordre.  Soit,  par  exemple, 
l’equation  d d dy  — a d x d dy  -+■  p d ; on  aura  par  la 
première  intégration  d dy=adxdy  —*-d x1  S.pdx  , & 
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par  la  féconds  intégration  dp  ~ap  dx-+dx  S.  (dx  X 

S.pd x)  — t-  A xd x . 

cccxxv. 

4 

Remarque  . Le  dernier  Theoremc  peut  être  d'un 
grand  ufage  dans  les  différentielles  a plufieurs  variables , 
& d’un  ordre  fiiperieur;  mais,  cette  matière  apparte- 
nant a la  fécondé  partie  de  nôtre  Ouvrage,  nous  nous 
contenterons  de  rappeiler  en  peu  de  mots  le  problème 
refolu  dans  le  Chapitre  precedent.  Ce  problème,  qui 
confiffe  dans  la  reduflion  des  quadratures  aux  rectifica- 
tions , dépend  des  principes  que  nous  venons  d’établir. 
Car  foi:  S.pdx  l’aire  d’une  courbe,  p étant  une  fon- 
ction algébrique  de  x . Soit  fuppofé  d p—q  d x , q étant 
auffi  une  fonélion  de  x ; on  pourra  faire  pareillement 
d q-=r  d #,  d r~td *,  & ainfi  de  fuite.  Donc,  par  les 
demonftrations  precedentes  S.pd x—px — S.xdp  — px 


J J 

_ _ a x x _ xxd  y 

q x t ç r xv H t 

***"  «3  • (J  X d X y J * (J  X u X 

i.i  * ».  * 

i.2.  • i.  2.  ; 

r.  r XX  H t . r t1 

^ X xi  r rr' 

- c X*J*-  Sc  ainfi 

# 1,2  la  2*  f 

»J  • *-  — 1 ""  ““ 

»•*•!  »•*•! 

I.Z.J  > 

de  fuite  a l’infini , 

d’ou  il  eft  évident  que , par  le 

moyen  des  fubfîitutions , on  pourra  avoir  autant  de 
valeurs  qu’on  voudra  S.pd  x —p  x — S.  q x d x =px — 

Lîi  _4-  s.  r-~T~  ~ ÔV. , parmi  lesquelles  on  en  choifira 
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uns,  par  exemple,  S. p d x —p x — S.qxdxy  en  faifant 

_r.SJt  , 

==  -S",  qxd x , on  trouvera , en  luivant  les  operations 

que  nous  avons  employées  dans  la  folution  du  Problème, 

S. p d k — A-¥ p x — (. — 1 —a  i rr — \ JJ  cJa[r  qU’. 

on  peut  multiplier  a l'infini  le  nombre  des  folutions , 
en  combinant  d’une  façon  quelconque  deux,  ou  plu- 
ficurs  de  ces  formules.  Ainfi  en  ôtant  la  première 
formule  S.  p d x — p x — S.qxdx  du  double  de  la  fé- 
condé iS.pdx—zpx  — qxx—^S.rxxdx , on  aura 
S.pdx~px  — qxx— k-S.Çr xx— >r q x)</x,  qui  fera  une 
nouvelle  valeur,  dont  on  pourra  faire  ufitge,  en  faifeut 


Nous  finirons  par  l’application  de  la  propofition 
XI.  du  Traité  des  quadratures  a la  folution  de  ce  même 
problème.  Soit  une  fuite  de  courbes  Ay  B,C,  Dy  Ey 
&c.y  qui  ont  une  ablcilfe  commune  x,  Si  qui  ayent 
cette  propriété  que  l’aire  de  la  courbe  A fiait  propor- 
tionelle  a l’ordonnée  de  la  courbe  B,  l’aire  de  la  cour- 
be B proportionnelle  a l’ordonnée  de  la  courbe  C,  Sc 
ainfi  de  fuite  félon  l’cnonçé  du  dernier  Tlieorcme,  en 
forte  qu’une  courbe  quelconque  dans  la  ferie  foit  tou- 
jours conftruclible  par  celle  qui  précédé  immédiatement. 
Soit  la  première  courbe  A,  dont  l’ordonnée  p fonflion 
de  x,  en  forte  cependant  que  pd x ne  foit  pas  intégra- 


= 5".  ( r x x — t-  q x)  d x. 
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ble  ; cette  quadrature  eft  appellée  par  M.  Bernoulli 
T ranfccndante  du  premier  degré , la  quadrature  de  la  fé- 
condé CQurbe  By  T ranfccndante  du  fécond  degré , 8c  ainfi 
de  même  félon  l’ordre  des  courbes.  Or  on  peut  aifé- 
jnent , par  les  principes  precedents,  réduire  ces  quadra- 
tures tranfeeudantes  a la  rectification  des  courbes  algé- 
briques. Car  A=S.p  d x , B ~S.  (d x S.p  dx) , C ;= 
S.  (dx  S.(dxS.p  dx))y  ÔY.  Mais  S.(dxS.pdx)z^ 
ttS.pdx — S.pxdx,  8c  en  general  la  quadrature  tran- 
feendante  d’une  courbe  du  degré  w — t- 1 fe  réduit  a cet- 
te forme  iS'.d  x\S . d x $.d  x . < S.pdx  = 

**  S.  p J x — J x”  'S.p  x J x — H x " 1 S.pxxdx "d  x 

i.  J.  J.  4 

Il  ne  refte  donc  qu’a  réduire  par  les  méthodes  du  Cha- 
pitre precedent  les  quadratures  S.pdxy  S.pxdxyS.pxxdxy 
&c.  a la  rectification  d’autant  de  courbes  algébriques 
qu’il  y a de  termes  afl’eCtés  de  Sy  8c  y en  fubftituant 
dans  la  ferie  precedente,  on  aura  la  quadrature  tran- 
feendante  du  degré  »— t-i  réduite  a la  rectification  d’au- 
tant de  courbes  algébriques  qu’il  y a d’unités  dans 
w— t-  i . His  principiis  via  flernitur  ad  majora.  Newton, 
Traité  des  quadratures. 

Fin  de  la  première  Partie. 
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